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|Ψ〉 =
∑
i¯∈{0,1}n
ai¯ |¯i〉 =
2n−1∑
i=0
ai |i〉 &)24+
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2m−1∑
i=0
|i〉
]
|0〉 Uf−→
2m−1∑
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,# % $,$ $,/,$ B%-#,"!%!$#% $ $ .!" ..$ 2m B%-#,"!$#$ 
9$$:($#2 ,$!$ B8(,-$,#  $! =%#$:"0%#$!* $($$ ,9$ /%  $!$.9$ A$,# /%
9$9$,#$ ,!# %#$  $ $ 	


$.8%I2 $ :(#$,.  
,!# L$ ":(*  ?  ,# % $,$ $!!% ,:(# ..$ B%-#,"!$#$ %!  $ $,!#$
.$!$ -2 $ 9$, $!!%  $! $#$! < , $!#$ $,!#$* ,#  ! /$,#$ $,!#$
 $ $# &<+ * !  $ 7$!:(8-#$ A%!# , .2 &)21+ /$!#>#2  $! $!# @
 $(8.# % $,$ B%-#,"!$#2 ! ,!# L$ ":(  %:( $!:(,:-#$ $,#$7$9$,#%
 $! A%!# ! %  $ $:(#$ $,#$ 7" .2 &)21+ >.,:(* $,$ ."9.$ ,$!:(# ,$
/2;2  ,$ $," ,/,#8#  $ B%-#,"  /% $(.#$* ! $, /$#.$ :(,## , ,/(.
-#",!,$%!.",#(%! 7" (" D)6G ,!#2
    
 
 
	  		
:(  ,$!$ ,C(% !".. L$#/# $-.8# $ $* $.:($ " $%$   ,$ -"-$#$
!$#/% $,$! =%#$:"0%#$! $!#$..# $ $ C!!$2 :(".$ $ !#$..%
",$#,$# !,:(  $,$ $>M$#.,:(% ,,:$/"! DENG2
,$ C " $%$  $,$ =%#$:"0%#$ !,  ,$ ".$ $@
)2  %? $, !-.,$9$!* 0(3!,-.,!:($! 3!#$ /% $C% (9$* $.:($! "(.
 $I,$#$ =%9,#! 9$!,#/#2
42  %? ,  $ $ !$,*  ! 3!#$ , $,$  $I,$#$ %!!/%!# ,$
/2;2 |000 . . .〉 /% 7$!$#/#$2

   
	 	: 
 
52 ! 3!#$ %? $,$ .$ $-"(8$//$,# %$,!$* $.:($ 7,$. .8$ .!  ,$
##$/$,# ,!#2 2(2  ! 3!#$ %? !$( %# 7"  $ $.# ,!".,$# !$,2
F2 ! %? C  ,$!$! 3!#$ $, #/ 7" %,7$!$..$ =%#$##$ $<,!#,$$2 2(2
$! C!!$ $-C0%$ /,!:($  $ =%9,#!  $! 3!#$! $<,!#,$$* ,#  $$
 , 	,.9$#% ..$ =%9,#! L$ $ 9$.,$9,$ A%!# $/$%$ -2 BC  $
"$..$=%#$:"0%#$ !,  ,$! /2;2  ! , :(".$ $ 0,#$. 7"$
!#$..#$ ##$ % ,/$.H%9,#"##,"$* $.:($  %:( ".$ $ 0$#"
 $!#$..# $ $ ->$@
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U (t) = HintU (t) &)245+
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1√
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a + a
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i√
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(
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2∑
k=1
σ(k)y &)24F+
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U (t) = e−iA(t)J
2
y e−iF (t)Jyx e−iG(t)Jyp, &)241+
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F (t) = −
√
2ηΩ
ν − δ sin ((ν − δ) t)
G (t) = −
√
2ηΩ
ν − δ [1− cos ((ν − δ) t)]
A (t) = − η
2Ω2
ν − δ
[
t− 1
2 (ν − δ) sin (2 (ν − δ) t)
]
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τlangsam = 2πM
ν − δ
(ηΩ)2
 2πM 1
ηΩ
= 2
√
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|gg, n〉 −→ (|eg, n ± 1〉) −→ |ee, n〉 &)254+
|gg, n〉 −→ (|ge, n ± 1〉) −→ |ee, n〉 , &)255+
"9$,  ! ,##.$$* 7,#%$..$ ,7$% %9$!$#/# 9.$,9#* ..!  ,$ $!#,% /% 8:(!#$
$.$ ,7$% "? $% $8(.# % $2
$#/#  ,$ 9$, !:($..$ ##$ .$,:($ 9,:-$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d2x
dt2
+
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r20
x = 0
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ax = −ay = a := 4 eUDC
mΩ2r20
qx = −qy = q := 2 eURF
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d2ρ
dξ2
+ (a− 2q cos 2ξ) ρ = 0, ρ ∈ {x, y} &421+
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P (ξ) =
∞∑
n=−∞
C2n exp (2niξ) &42N+
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ρ (ξ) = Γ eµξ
∞∑
n=−∞
C2n exp (2niξ) + Γ′ e−µξ
∞∑
n=−∞
C2n exp (−2niξ) , β /∈ i β = µ
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ρ (ξ) = A
∞∑
n=−∞
C2n cos (2n + β) ξ + B
∞∑
n=−∞
C2n sin (2n + β) ξ &42R+
=
√
A2 + B2
∞∑
n=−∞
C2n cos [(2n + β) ξ − Φ] β /∈ i &42Q+
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ρi (t) ≈ ρ0i cos(ωsec,it + φsi)
(
1 +
qi
2
cos(Ωt)
)
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ωsec,i =
1
2
Ωβi =
1
2
Ω
√
ai +
1
2
q2i , &42))+
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ρ (t) = ρ¯ + ξ (t) , ξ (t) = −ξ0 cos Ωt &42)4+
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mρ¨ = Fρ = eE0 cos Ωt , &42)5+
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ξ (t) = −ξ0 cos Ωt ξ0 = eE0
mΩ2
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F¯ = 〈Fρ(t)〉 = 〈eE0(ρ(t)) cos Ωt〉av = 0 &42)1+
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E0(ρ) = E0(ρ¯) + [∂E0(ρ¯)/∂ρ¯] ξ,
∣∣∣∣[∂E0(ρ¯)/∂ρ¯] ξ0
∣∣∣∣ 
∣∣∣∣E0(ρ¯)
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F¯ (ρ¯) = e 〈E0(ρ¯) cos Ωt + [∂E0(ρ¯)/∂ρ¯] ξ cos Ωt〉av
= e[∂E0(ρ¯)/∂ρ¯] 〈 ξ cos Ωt 〉av
= −e2[∂E0(ρ¯)/∂ρ¯]E0(ρ¯)/(2mΩ2) &42)E+
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F¯ (ρ¯) = −e∂ψ (ρ¯) /∂ρ¯ , ψ (ρ¯) = e|E0(ρ¯)|2/(4mΩ2). &42)R+
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ψ(x¯, y¯) =
e| E0(x¯, y¯)|2
4mΩ2
=
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4mΩ2
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x¯2 + y¯2
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ωsec =
√
2eψ0
mr20
=
√
e2U2RF
2m2Ω2r40
=
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ψ(x¯, y¯) = ψ0
x¯2 + y¯2
r20
+
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x¯2 − y¯2
r20
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(
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)
x¯2
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e ψ(x¯, y¯) =
m
2
ω2sec,x x¯
2 +
m
2
ω2sec,y y¯
2
&4241+
$$9$ !,:( !""#  ,$  ,.$ 8-.%$H%$/$ C  ,$ L$$,.,$ ,:(#%$ /%@
ωx/ysec =
2 e
m r20
(
Ψ0 ± 12UDC
)
=
1
2
(√
q2
2
± a
)
· Ω &424N+
 !,$(#*  ?  ,$ !"!# $##$#$  ,.$ 8-%.$H%$/$ 9$, $!$($,# $,$! 
$#$! %!0.#$ &!,$($ %:( 0,#$. E2524+2
,$!$  ,9#,!:($ 8($% ,!# % , $/.. ωsec  Ω C.#,2 !#  ,$!$ ;$ ,%
,:(# $C..#* !"  C:-# !,:(  ,$! , $,$ " ,I-#,"  $! :(-#$,!#,!:($ <0"$#$
'3 : 
   
µ* .! %:( , %#$#$ 7" B$H%$/$ k · Ω ± ωsec ,# k ∈ {2, 3, 4 . . .} %!* 8($ 
,  $  ,9#,!:($ 8($% %  ,$ B$H%$/$ ωsec % Ω ± ωsec %#$#$2   ,$
$.#,7$ 9$,:(% 7"  $ $<-#$ >!% %#$ 5% /% (.#$* %? C a = 0  $
$#$9$$,:( C q % 0 ≤ q ≤ 0.5 9$!:(8-# 9.$,9$2 A% 9$#"$ ,!#*  ?  ,$ %$
C(#$ $9,!!$ !#$ % C $,/$.$* $!0$,:($#$ "$ $.#$2 ;$, $($$ "$
#$#$ "%."9$:(!$.,-%$ 9/2 %. %!$M$-#$ %*  ,$ ,  $ (,$  $.$
#$ ($",$ ,:(# 9$C:-!,:(#,# !, % /% $,$ $-.$,$%  $! #9,.,#8#!9$$,:(!
C($ D)65G2
 $.$ B..$ %? 9$C:-!,:(#,# $ $*  ?  -$, 0$$-#$! =% %0".0"#$#,
. $$,:($ -2 ,$! (# /% B".$*  ?  "00.%$ /,!:($ %#$!:(,$ .,:($
,$$H%$/$  $ "$9$$% 9$-"# % ,".$ $!!$ $, $!:(, $  $ 
!$W%"$!/$/ 9$, 9$!#,#$ ;$#,$9!!0%$  $ B..$2 ,$! - , ($  $!
" $..!  $ (",!:($ :(,%$ %  %:( B	$,/% 9$, ,:(#.,$$ $
!"/$ $-.8# $ $ D)6F* )61G2
 $
	 $ & 	
BC  ,$ .$,:(/$,#,$ 0$,:($% %#$!:(,$ .,:($ "$!"#$ , $,$ %.B..$ %?
 ,$ !!$9(8,-$,#  $ 9$, $ #9,.,#8#!0$#$ a % q &.$,:(% &42F++ 9$C:-
!,:(#,# $ $2  99,. % 421 !,  ,$ 9$, $ #($"$#,!:($ #9,.,#8#! ,$ C
25

+
% 
115

+
/% !$($2
! !!$7$(8.#,!  $ 9$, $ "$!"#$ 9$#8# F*N2 &,$ $$9$$ .$,:( % 
$:(!$.!0%$ !, %#$  $ ($ $,$! B.$-#" $9!# $! 7" 6*11 
9$,  $ .,$$  -00$..$ 9$$:($#2+ BC  ,$ !,%.#$ 0$,:($% 9$, $ "$
!"#$ C!!$  ,$ 9$, $ B..$!0%$ URF % UDC !" $8(.# $ $*  ? !,$ ,
 $ :(,##W8:($ 9$, $ #9,.,#8#! ,$ .,$$2 ! !$( "?$ !!$7$(8.#,! 7"
F*N !#$..# $<#$$ " $%$   ! <0$,$# &7.2 0,#$. N+2
:: . = '	
0 500 1000 1500 2000 2500
-100
0
100
gemeinsamer 
Stabilit‰tsbereich
stabil f¸r
115In+
stabil f¸r
25Mg+
 
 
D
C
-S
pa
nn
un
g 
U
D
C
 (
V
)
RF-Spannung U
RF
 (V)
 > $1  
25
3
+
 

115
"
+
"! 
 $
  
  $  $1 B!
! 
 
'
! B..$0"#$#,. ,!# !3$#,!:( 9$/C.,:(  $ B..$:(!$2 ,$ ;$$%  $ "$ ,!#
,  ,$!$ ,:(#% $,2 A% $.,!,$% $,$ B..$*  ,$ "$ , 5 ,$!,"$ !0$,:($
-* $(.# % ":(  ,$ >.,:(-$,#*  ,$ "$ <,. , ,($ ;$$% $,/%!:(8-$2
! ,9# $($$ >.,:(-$,#$*  ,$! /% $$,:($2
  !
$9, $#  /$, $$C9$.,$$ $ .$-#" $  $! =B* ,$ , 992 42N+ /% !$($*
#"%!>, ,#$, $* !" ,  ! $,.:($ , $$ , <,.$ ,:(#% $!#$(.
#$2 $ ,!:(.%?$:(,!%! %-#,",$# (,$ <,. $9$!" ,$ 9$, =B ,  ,.$
,:(#%2
$ $#!:($, $ $ :(#$,.  ,$!$ "!#%-#," ,!# L$ ":(  ,$ #!:($*  ? $#.  $
B..$:(!$ !#8 , ,-"9$$% %#,##* " %:( $! /% B	$,/%*  2(2 /% $,$
$,$#!$ %%  $ $:(!$.!0% ,  ,$ "$9$$% D)6EG* -"$ -2
' : 
   
 @ A) >/0
H 
 
B (
H  
$1I A) 0
H     A  
 %&JK')!
$!$,#$$ ,!# $,$ ("($* <,.$ :(,%!$H%$/ % !:($ /% $$,:($2   ,$!$
9$ /% $,:($  $! 9,:-$;$$,:(! "#$ , ,!#* %?   ,$ #9.8$ $#
.  $ :(!$ 7$,$* !"  ?  .$#/#$ .,:( $,$ $..,0#,!:($ B..$ DN6* )6RG $(8.#*
$.:($ % $,$ $. $,$ %-# $#(8.#2 " - % ":( $, " ,-"9$$%!$,
$!0$,:($# $ $ %  - ,:(# $( 7" $,$ .,$$ "$..$ !0$:($2
 "##
 

	,$ $$,:(#  $!*  ,$ "$ % $,$ $,! ($/% ,-"9$$%!$, /% !0$,:($2
/% !#$..#  !,:(  $ =B /% $,$ $,! $9"$ 7"2 %%  $ C%
$<,!#,$# / ":( $,$ $!#,-"9$$% #$#,. /% $,!9"$* L$ ":( ,!# !,$
C $C$ "?$ $,! ,%! 7$:(.8!!,9 % ,!# !",# .! %0"9.$#,!:( /%
9$#:(#$2
 $

 %&'"

	,$ $!:(,$(#  $ ,!:(.%? $#.  $ :(!$  %:( $, $.$-#"!##,!:($ ,##$.* $.:($!
 ,$ $M$-#,7!#$ >!% /% <,.$ 0$,:($% $,$ "$-$##$ ,!#2 ,# ,!# $! 8.,:(
>.,:(* !""(. $,$ (,$,:($ "?$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ ωz .! %:( $,$ ,-"
9$$%!$,$ 0$,:($%  $ "$ /% $$,:($2
,$ $.,!,$%!>.,:(-$,# 9$!#$(#  ,* L$ $,$ $.$-#"!##,!:( %$. $$  $. " $
:: . = '
 A " 7    >/#/
L$ $,$ ,$.$-#" $  9$, $  $  $ B..$ ,##, /%9,$2 B..!  ,$  %  $
 $.  !!$.9$ "/$,:($ ,$  ,$  $ $. $$ "$ 9$!,#/# " $   $ .$-#" $ $,$
0"!,#,7$ .$,:(!0% .,$#* $ $  ,$ "$  #$,:($ $(, $# % !",# ,  $
B..$,##$ $!0$,:($#2 &!,$($ 992 42N9+
,$ $,#$$ >.,:(-$,# 9$!#$(#  ,*  ,$ 7,$ .$-#" $  $! =B , L$  $, $$#$ /%
%#$#$,.$*  $.:($ /%!8#/.,:( /% $:(!$.!0% %#$!:(,$ .,:($ .$,:(!0%$
$.$# $ $ ->$ &!,$($ 992 42E+2 9$, C!!$  ,$ 8%?$$ % $, (>($$! 0"!,#,7$!
"#$#,. $.$# $ $* ..! 0"!,#,7$ "$ $!0$,:($# $ $ !"..$2 ! $#!#$(#  
,  $ B..$,##$ , <,.$ ,:(#% $, 8($ (",!:($! "#$#,.2 ,$ <,.$
!/,..#,"!$H%$/  $ "$ ,  ,$!$ "#$#,. -  %:( ,#,"  $ 0%
 $ 8%?$$ .$-#" $ $,:( $$$.# $ $2 %%  $ $(.$ $ <,.$ ,-"
9$$% $,$ !,:( !".:($ B..$#30$ 9$!" $! C (":(%W>!$ $ 0$-#"!-"0,$ 
$($$ "$* ,!9$!" $$ C B$H%$/!#  !*    ,$ ,,$7$9$,#$%  %:(  $
"00.$$M$-# $,$ .! /2;2 , $,$ %...$ ,!# D)6QS)))G2
=%#,##,7 $(8.#  ,  ,$!$ B.. $, !##,!:($! "#$#,.  $ B"
ψstatisch = kU0( z2 − 12 (x
2 + y2) ) =
m
2e
ω2z ( z
2 − 1
2
(x2 + y2) ) , &424E+
"9$, U0  ,$   $ 8%?$$ .$-#" $ .,$$ $ .$,:(!0%* - $, $"$#,$-#"
% 
ωz =
√
2keU0/m &424R+
'' : 
   
 ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ ,!#2
%:(  ! !##,!:($* <,.$ "#$#,. $8(#  ! !$% "0"#$#,. ,  ,.$ ,:(#% $,$
9!:(8:(%2 ",# $,9# !,:(  ! $M$-#,7$  ,.$ "#$#,. .$#/#$ .,:( /%
ψradial =
m
2e
( ω2r −
1
2
ω2z ) · (x2 + y2) =
m
2e
(ω
′
r)
2 · (x2 + y2) &424Q+
,# ω
′
r =
√
ω2r −
1
2
ω2z , &4256+
"9$, ω
′
r  ,$ $M$-#,7$*  ,.$ !/,..#,"!$H%$/ , 8!$/ $,$! <,.$* !##,!:($
"#$#,.! ,!#2
#.  $ :(!$ $(8.#  ".$ $! "#$#,.@
ψaxial =
m
2e
ω2z z
2
&425)+
,# ωz =
√
2keU0/m. &4254+
Kapitel 3
   
,$!$! 0,#$. 9$( $.#  ,$ , <0$,$# $,$!$#/#$ "$..$* $.:($ , ($  ,$
!$ 9$,# !0$/,$.. C  $ A$:-* /$, 7$!:(,$ $$ "$!"#$ /% !0$,:($* $#,:-$.#
% %$9%# % $2 A%8:(!# !"..  $.$# $ $* %  ,$ /%7" , ,!#/ 9$I 
.,:($ B..$  $ $%$ !0C:($ ,:(# $( $C#$* % $.:($ "#$,.$  ,$ $%$ B..$
9,$#$#2 %(, ,  $$ $"$#,$ % 0$,:($$,$!:(#$ , $#,. 9$!:(,$9$2
! (
)
	  
	 *

+
,$ 9,!($ 7$$ $#$ .,$$  -00$..$  :(  $ "9,. $,$  -00$.
.$ D))4G )QQN , ($  $ "-#"9$,# 7" 2 	$,,:( ;. % $9%# " $ D1G2
.!   ! A,$.*  $ )QQ1 7" ,: % A"..$ $:(#$ "!:(. D)G $,$ ,  $
% /%!# $-C(.#$ (""$$ "$-$##$ ,##$.! $,#$9 C(.% %
?$(.9  $! 9,:-$;$$,:(! /% 7$,-.,:($ DEG2 %%  $ :(,$,-$,#$  $
$,#$9 C(.% 7" $!,%,!#..$ 8 $#$ !,:(  ! "/$0#  $! <
0$,$#!  (,$($ *  ?  $! 7"/" L$#/# $,$ ($#$"$$ "$-$##$ 9$!#$($ %!
 ,% % $!,% /% 7$$ $* $.:($ % 9,! ,  $ 9,:-$;$$,:($ $-C(.#
/% !$, 9%:(# D4* 5G &!,$($ %:( ,!-%!!,"   7" 0,#$. 1+2
$!$,#$$   ,$ $".%  ,$!$! A,$.! ,  $ .#$ .,$$  -00$..$ 9 $,
$ 9$!#,#$ %-# ,:(# $( >.,:(*   "#-#0"#$#,.$  $ $!,% % 
 ,%;$ 0%$ %  $ B..$$.$-#" $ &!,$($ 0,#$. 52)2)+  ! B..$0"#$#,.
;>
'* : !%   &
9$, L$ $  $7" 7$8 $#$ % 7"  /%  7$!:(.$:(#$#$* !"  ?   $
-$,$ 0$,:($% $( >.,:( 2
! % $ , ($  ,$!$ 9$,# 4 ?($ $#"M$*  ,$ $,$ !#9,.$* /%7$.8!
!,$ 0$,:($% 7" $!,% ,%"$-,!#..$ $>.,:($ !"..#$2 A% $,$
% $  ,$ "..,#,"  $ #"!#(.$ ..$ /% !0$,:($ $ "$!"#$ &
24

+
*
25

+
% 
115

+
+ 7$9$!!$# &!,$($ 0,#$. N21242)+* % !" $,$ $%$,,%  $ B..$$.$-
#" $ /% ,,,$$2 $!$,#$$ % $ $,$ "$..$ $#,:-$.#*  ,$ $! $>.,:(#$* 4
7$!:(,$ $$ "$!"#$ , >#.,:( $#$#$ A"$ /% . $* % !,$   ,  ,$ <0$,
$#,$/"$ /% 9$> $* "  ! $,$#.,:($ <0$,$#  %:($C(# , 2 ",# ,!# %:(
$8(.$,!#$#*  ?  ,$ <0$,$#,$/"$ $, 7" "#-#0"#$#,.$ 9.$,9#* % ..! ,
 $  $/"$ "#-#0"#$#,.$ #"#/ $ ,:(# 7$(, $# $ $ ->$

*  ,$!$ 7"
% $,$ $#..!"#$ !#$ % ,".$ $!!$ /$,#.,:( -"!## 9.$,9$2
 (		#	
	

 
 
   




 
 
 0 #
  -,  
  /
,   
 3!
,$ "#-#0"#$#,.$* $.:($ ,!9$!" $$ , "$..$$<0$,$#$ ,# 4 "$!"
#$* 9$ %:( !:(" 9$, $$ % % $,$ "$!0$/,$!* %#$#$* C($ 7"  $

  $  6  
:	: >&5   4% '-
%#$!:(,$ .,:($ %!#,##!9$,#$ 7" .$-#"$ , $#..$ ($2 ! ,.# ".$ $ A%
!$( /,!:($  $ "#$#,.$ Φi/j , 4 !,:( 9$C($ $ $#..$ % ,($
%!#,##!9$,#$ Wi/j D))5G2
−e (Φi − Φj) = Wi −Wj &52)+
;$ 0#  % $,$ .$-#" $  $ "$..$* $.:($ /2;2 ,$ ,  $  -00$..$
%! %0$9$3..,% $$#,# * ,# $!,%* !" ,  ! "#$#,. %  $ 9$
W8:($  $ .$-#" $* $.:($! , $.$$,!$ C9$  ,$ /$ .$-#" $ -"!## !$, !"..#$*
  $ 9$ 0#$ #$..$ %  ,$ ,M$$/  $ %!#,##!9$,#$ 7$!:(,$ $ !$,2 ,$!
,!#  $ B..  $! /$,#.,:( -"!##$ "#-#0"#$#,.!* $  ,#*  ? !,:(  ,$
;$ 0%   $ 9$W8:($* :( $  $ $ $,,$ . 9$#,$9$ % $* ,:(# $(
$-.,:( 8 $#* !  ,  $ <,! ,# %#$ 8($% $($ -2 ".:($ "
#-#0"#$#,.$ -  ,# "0$!#,"!$.$-#" $ %!/%.$,:($ 7$!%:($* % !",#
 ,$ ,-"9$$%  $ "$ /% ,,,$$2 ! (# !,:( , <0$,$# $/$,#*  ?  ,$!
"($ $,#$$ :(,$,-$,#$ $.,!,$# $ $ -"#$ D1* ))FG2
$!%:(#  L$ ":(   $!$.9$ #$..$ $,$ /$,#$ "$!"#$* , %!$$ B..  ,%*
/% !0$,:($* -"# $! %$,$.,:( /% %#$!:(,$ .,:($ "#-#0"#$#,.$* L$ :( $
$.:($ "$!"#$ /%.$#/# $. $ % $2 %  $ .$-#" $ ->$ ..$ >.,:($ "
9,#,"$ 7" "#-#0"#$#,.$  $ 5 $#..$ &!,$($ 9$..$ 52)+ %#$#$2 992 52)
/$,# 9$,  $ .,$$  -00$..$ $,$ $-$/$,:($#$ #$..$*   $ #30,!:($$,!$
$,$ ;$ 0%  $ #"$ %#,##2 %  $ .,-$ $,#$ ,!# $,$ "!,#," %  $ .$-
#" $ 7$>?$#  $!#$..#* " ..$ 5 #"!"#$ , "#-# -"$2  $,$ !".:($
$!,% ,%$/!:(,:(# ,  ,$ "$-$##$ % :,:
∆x =
8e∆E
mq2Ω2
≈ 5µm &524+
7"  $ :(!$ $ 8#* ! , $.$,:( /% 9!#  $ "$ ,  $ $##$ 7" #30,
!:($$,!$ )6 µ !$( "? ,!#2 :( $,$ $,.$ ,  ,$ /$  $$," $, 7"..-"$
,(""$$! "#$#,. %$,!$* !"  ? $,$ 0$,:($% !" %>.,:( , 2
! "9.$ - ,$ 9$$,#! "9$ $8(# %:(  %:( $,$ 7$9$!!$#$ "..,#,"  $
#"!#(.$ 9$8.#,# $ $2 ,$! , , 0,#$. N21242)  ,!-%#,$#2
'2 : !%   &
#	  S 	/
: 	
	
C *6	 ≈ ;!;J
#	 # 0!@;
% % 0!DJ
		 0 (
  7  02  3!
!    
 


;$7"  ,$ C  ,$ 0$,:($% ($#$"$$ "$-$##$ $9%#$ ,$!#9..$ 7"$!#$..#
, * >:(#$ ,:( -.8$* $.:($ $$$..$ " $%$  $,$ .,$$ "$..$ $!#$..#
$ $ C!!$2
 ,  $ B..$ $,$ "$-$##$ /% !0$,:($ ,!#*  $$ "$ $,/$. $!0":($ $ $
!"..$* ,!# $! %%8.,:(* $,!!$ B" $%$   ! 7"  $ B..$ $/$%#$ "#$#,.
/% !#$..$2
)2  A,:-A:-#%-#%$ ,  $ "$-$##$ /% 7$$, $ % $,$ %#$ .,$$ 
" %  $ $,/$.$ "$  $ $##$ /% $8(.$,!#$* %?  ,$  ,.$ !/,..#,
"!$H%$/ !$( 7,$. >?$ .!  ,$ <,.$ !$,*  2(2 ωradial  ωaxial2 $C!:(#$
A,:-A:-" $ C $ $,$ ,/$.,"$!0:($ &!,$($ 0,#$. N2R2)+ 0-#,!:(
%>.,:( :($2 %$,!:($ $:(%$ .,$$#$ ".$ $ <,.$ "$
/(.*  ,$ ,  $ B..$ ,#  $ !/,..#,"!$H%$/$ ωaxial % ωradial $!0$,:($#
$ $ -* "($  ? A,:-A:-#%-#%$ %#$#$ D))1S))EG2@
Nmax = 0, 58
(
ωradial
ωaxial
)1,16
. &525+
BC  $ $/.. N  1 .,$$# $, 8($ .3#,!:($! $($ ".$ $
.$,:(% C  D))1G
ωradial
ωaxial
> 0, 77
N√
logN
. &52F+
42 ,$ $,#$$ " $%   ,$ :(,%!$H%$/$ ,!# /% $,:($  $! 
,:(#,2  ,  $ % /%!#  $! 8%?$$ "#$#,.! /% -C(.$* -  ,
B..$ 7"  ,% $,#$9  DFG % C $!,% $,#$9 C(.% DEG
7$$ $2  9$, $ B8..$ ,!# $, -.$,$ 9,:-$$#$ η =
√
Erecoil
ωaxial
7"
:: 4 '
"#$,.2 ! ,!#  $!(.9 C!:($!$# >.,:(!# "?$ <,.$ !/,..#,"!$H%$
/$ ωaxial /% $/,$.$* ! !,:(  %:( $,$ $#!0$:($ !#$,.$* <,.$ ,!:(.%?
$$,:($ .8?#2
52 ,$ $.,!,$% $,$! =%#$##$! :( ,: % A"..$ D)G !$#/# 7"%!*  ?
  ,$ (!$  $! !$$. $!  #  $ "$ $<0$,$#$.. $<-# -"#"..,$$
-2 /% % % $,$ %($,/%  $ "$ /% 7$$, $* ,!# $! /,$ "#
$ ,*  ,$ "$ ,-"9$$%!$, /% !0$,:($2 ,$! ,!# , $,$ , $.$ .,$$
B..$ <,. % L$ $ B.. $8(.$,!#$#*   %! 3$#,$C $ , ,:(#%  $
:(!$ -$, $.$-#,!:($! B$. $<,!#,$#2  ,.$ ,-"9$$%!$!#-"0"$#$
->$  %:( .$-#" $*   $$ $,$ /%!8#/.,:($ .$,:(!0% $.$# , *
,,,$# $ $2 ".:($ $!#,-"9$$% $#!#$(# ,$ 9$$,#! "9$ $!0"
:($ /2;2  %:( #$%$. $* $.:($  ,$ "$ 7"  $ B$. $,$ :(!$ 7$ 8#
%  ,#  $ ,-"9$$% %!!$#/#2
F2 $!$,#$$ !"..#$  ,$ $"$#,$  $ .,$$ B..$ /% $%* ,/$.,"$!0
:($ % /% B.%"$!/$/:($,! $,$ >.,:(!# $,$ A% /% B..$/$#%
/%.!!$2 .$,:(/$,#, !"..#$  ,$ $"$#,$ 9$ !" $8(.# !$,*  ? %.#,0".#$,
.$ (>($$  % >.,:(!# $, !, * % $,$ , $.$ (",!:($ 0$,:($%
/% $8(.$,!#$ % $7$#%$..$ !#9,.,#8#$ , B..$0"#$#,. /% 7$(, $*  ,$
$,$ 0$,:($% %>.,:( :($ C $2
!! *

	
,$ $!#$ 9$, $ , 7"($,$ 9!:(,## %$!#$..#$ B" $%$* ("($  ,.$ % 
<,.$ !/,..#,"!$H%$/$* 9$ $%#$ , $!$#.,:($*  ?  ,$ B..$9$!!%$ $.
#,7 -.$, $8(.# $ $ C!!$2 $$ ωsec = 1√8 qΩ ,  ,$ 8-%.$H%$/ 9$, (>
(%  $ B..$#,$9!$H%$/ % -"!##$ H$# !#$,$2  9$ q ∼ URF /(Ω2r20)
,!# %  %:(  $   $! #9,.,#8#!9$$,:(! 9$!:(8-# ,!#* ,!# $! 9$, (>(% 7" Ω
"#$ ,*  ,$ B..$!0% /% $(>($ " $  ,$ B..$ ,$!," /% 7$-.$,$2  9$,
!$( "?$ B..$!0%$ 9$!:(.8$ $".$* ,!#  $/%$*  ,$ B..$ -.$, /%
9%$2
 !,:( 9$ ,  $ .$#/#$ '($ ($%!-,!#..,!,$# (#*  ? , /% -.$,$ B..$ ,#
(3 : !%   &
.$-#" $9!#8 $ 7" $,,$ )66 µ  ,$ 	$,/#$ %% 7" /$,#.,:( W%-#%,$$
 $ #$%$. $

!$( "? !$, ->$ DN6* ))RG*  %?$ ..!  ,$ .$-#" $ 8($ 
 $! /$ ;$#,$9!  $ "$..$ !$( !%9$*  2,2 "($ L$.,:($ ;$ 0%* $(.#$
$ $ ->$  (9$ , %! $#!:(."!!$* $,$ $#! >?$$ B..$ .!  ,$ .#$ .,$$
 -00$..$ /% 9%$2 !$ .$-#" $9!# .,$# ,  $ >?$" % 7" )4
2  9$ .$,:(/$,#, $,$ "?$ %,-$. /% ;$"9:(#% /% $8(.$,!#$*
%?  %  $$ $"$#,$ .!  $ 9$, , $.$ !!$I.#$ %!$,:($2
,$ $%$ "$..$ 9$!,#/# 7,$ #89$*  ,$ 8(.,:( $" $# !, ,$  ,$ F .$,:(!0
%!$.$-#" $  $ .#$  -00$..$2 ,". $$C9$.,$$ $ .$-#" $ !, %
.$,:($ B"#$#,. Ψ(t) /2 &.$-#" $ 4 % 5+ % (9$ $,$ 9!# 7" 4  P
4 02 ,$  $$ 4 .$-#" $ !, , $.$,:(  /% % $#,7$ "#$#,. −Ψ(t) /2
&.$-#" $ ) % F+ &!,$($ 992 525+2 ,$ .$-#" $ 9$!,#/$ 7"  $ 8%?$$ #$
$,$ XM%!,-$. 7" 55◦* $.:($  ,# , $.$,:( /% .,$$  -00$..$
":( $,#$ 7$>?$# % $2 A% <,.$ ,!:(.%? % $  ,$ .$-#" $ ".$ $
?$ $" $#2 '$ $  $ F B.$-#" $ % $ , 5 $,.$ !$$#,$#2 ,$ ;$/$,:(%
L$ $ .$-#" $ $".# /%$!#  %:(  ,$ %$  $ .$-#" $* .!" ) 9,! F %    ,$
9$  $ "!,#,"* "9$, ** C .,-!* ,##$* $:(#! !#$($* !" ,$ !,$ , 992 524
/% !$($ !, 2 ,$ ,##.$$ .$-#" $  $ B.$-#" $ 5 , .!" ,# 5 9$/$,:($#2
,$ 7"..!#8 ,$ %!#$..% ..$ .$-#" $ -  992 525 $#$($2 ,$ 8$
 $  $, .$-#" $ 9$#8# 4E*4  9$,  $ .$* )Q  9$,  $ ,##.$$ % 1 
9$,  $ -C/$!#$2 ,". !,:( $$C9$.,$$ $ .$-#" $ !, $#.  $ B..$:(
!$ &/,:(#%+ , $#,!:( !$$#,$#2 ;$, !,:( , < " $ 3,:(#% $$C9$.,$$ $
.$-#" $ ,!#  ,$ $$#,$% $#.  $ /:(!$ $!0,$$.#2 ,$!$ " % $.%9#
$!* ,# $,$ ":( $.,!,$9$ /(. 7" $.$-#,!:($ %:(C(%$* 4 $#$# !#$%
$9$  $/"$ /%!0$:($2 $ 9$.00  $ .$ .$-#" $ ,  $ B..$,##$
9$#8# 5  &!,$($ 992 524+2 ,$! ,!# /%.$,:(  ,$ ,$!#$ 0$,:($$,"2
A% -C/$$ "##," $ $  ,$ 9$, $ ,##$..$ .$-#" $ %  $ .,-$ $,#$
&) % F+* $.:($  ,$ 8%?$$ ,!:(.%?0% 9,. $ % , <0$,$# $,!#$! %
 $!$.9$ "#$#,. .,$$* ,# ). 9$/$,:($#2 $$#!0$:($ 9$/$,:($#   ,$ 9$, $
$:(#$* ,##$..$ .$-#" $ &4 % 5+ ,# )*  ,$ 9$, $ .,-$* -%/$ .$-#" $
,# 4. %  ,$ 9$, $ $:(#$* -%/$ .$-#" $ ,# 42 ,$!$ 9$, $ 9,. $  ,$ ,$$

 $ $
:: 4 (	
     
   
  !   " #  $ %  
&   ' ( " !   $  
)  	 $   
  	 $   

*
 +      ,   
-
*
   
.  /  - 0    
.  /  - 0    
   
1 2  " ' (  ! !   " 0 
 0 $ *
  .! "  
( , ,   (
  & 0, 
  :1
! (
  1
 (
    , 
 
: 
  $   3   :1  7 ! "
  (
   $   /   >/

  0, 
 ! # < -,1   
(
+
  2(  0,! #   -,1

  / D $1 
  $ 
, /  
 
  -,  :
 ! #
 -    /5  
  
  :5  A! 
  /  . 

:5 A- 7!<  K))!
,!:(.%?!0%2   ,$ .$ .$-#" $ )*4*5 % F* $.:($ ,  $ B..$,##$
 ,$ "$-$##$ %$9$* , -$,$ 0% /% <,.$ ,!:(.%? $.$#2 A%!8#/.,:(
/%  ,$!$ .$,:(!0%$ - ":( $, $#  %!$$ B..$ $.$# $ $2 ,$!
$!:(,$(# ".$ $?$@    ,$# /% 4 !,:(  ,". $$C9$ .,$$ $ .$-#" $
 $ $# UDC/2* 7"  $ 4  $$ !%9#(,$#  UDC/22 ,$!$ .$,:(!0%!
#$,. -  $8? B"$. &42F+ ,  $ $# %$:($2 $!$,#$$ % $ ,
( : !%   &
-
*
   3
  .  3
 .
 .    3
  .  3
0     	 *  4   
  $    	 *  5   
6 0 !    	   5   
( "  $    	   4   
( "  $    	   4   
 
 

*
 00 "
  (
 
 
  & /
,   2  
   >
! #  
  0, 
H        
 0, ! *
   #
 

 #
 1!
<0$,$# 7"$!$($*  ? $,$ (",/"#.$ % 7$#,-.$ $!:(,$9$!0% UH 9/2 UV
:"0%#$$!#$%$# $.$# $ $ -2 ,$! $$,!# !,:( ,!9$!" $$ 9$,  $ ,-"
9$$%!-"0$!#," .! C9$%! (,.$,:(*    !"  ,$ "$-$##$ ,  $ ,-"9$
$%!$,$ B..$,##$.0%-# 7$!:(,$9$ -* "  ,!#..,!#," $$,:($ -2
,$ !:($#,!:($ A$,:(%% /% ;$!:(.#%  $ UH * UV % UDC$#$ - 
992 52F $#$($2  - !,:( $,:( -.:($*  ?  ,$ 0"!,#,7 $. $$ "$
-$##$ 9$, .,$$ $,$! 0"!,#,7$ UH &UV +$#$! ,  ,$ $#,7$ <,:(#% &$#,7$
3,:(#%+ 7$!:("9$ , 2 ",# ,  %:(  ,$ 9$  $! =% %0$.! &).*4.*4*)+*
 $ (",/"#.$ % 7$#,-.$ $!:(,$9$!0%$ UH % UV !",$  $! $#$! 9/2
UDC  $ .$,:(!0%!#$,.  ..$ B..$$.$-#" $ 7"..!#8 , 9$!:(,$9$2 ,#  $
9$  $ B0%!0.,#% $ URF 9/2  $! H$#$! ,!# !",# 7"..!#8 ,  $ B
% #$,.  $ B..$!0%$ $$9$2  $,#$$ !".. $,$ !".:($ 9$ ,
 $ B" &).*4.*4*)T UDC " $ * URF " $ HT H *V + $".$* "9$,  $  % H$#
%  ,$ $!:(,$9$!0%$ % $$9$ $ $* ..!  ,$! %9$ ,# "#$ , ,!#2
 $.$ B..$ $ $ !###  $  % H$#$  ,$ Y % HY$#$ $$9$2 ,$!$
!, ,$ ".#  $I,$#@
a′ = aL &521+
q′ = qL &52N+
:: 4 (
 
 

*
    	 7
8
 7
9
 7
: 

    	 7
8
) 7
9
) 7
: 
    	  7
8
) 7
9
 7
: 

    	  7
8
 7
9
) 7
: 

 0; "
  
  
   
UH 8 UV 
  ! UDC! 3 8 H UH 
 UV   /
  , , / 
! UDC   
	

 !
	,$9$, ,!#   $ 0%!7$.%!#-#" &!,$($ 0,#$. 5212)+* $.:($ 9$, "( $!$,
$,$! ,:(# 0$$-#$ =% %0".0"#$#,.! $,$C(# $ $ %?2  ,!# $$9$  %:(
:(".$ $ %! %:-@
L =
URF
2r20 · A2
&52E+
	,$9$, ,!# A2  $ H% #,!:($ "$O/,$#  $ "#$/$,($$#,:-.%

%  !
B..$/$#%  $! "#$#,.! , ,:(#%  $ 9, $ $ 	%0#:(!$ /% A$,#0%-#
t = (2k + 1) · π/Ω*  2(2 <,.$ 9, $ $ #8-$2  ,9# .!"  % ,$7,$. (>($
 ,$ 0% RF !$, %?* % , B..$/$#%  $!$.9$ =% %0".#$,.  $!
$!#0"#$#,.! /% $(.#$ ,$ 9$, , $.$ =% %0".!!$I.#$2 BC  ! , $.$
=% %0".!!$I.#$ ,.#  P ) %  ,$ Y % HY$#$ !#$..$ .$ ,.,:( $..$
$,$%$  $  % H$#$  2 ! #9,.,#8#! ,* $.:($! !,:( %!  $
#(,$%.$,:(% $9* ,.# ,#  $!$.9$ $#$ C  ,$ Y % HY$#$2 %! $,$
"0%#$!,%.#," $(8.#   $ $#  P )*562

 i      8- 

(' : !%   &
 )	
 "
 

  $ .,$$  -00$..$ 9$!# $, "9.$  ,*  ?  ,$ .$-#" $ %#$$,
 $ ,:(# !$( $<-# L%!#,$# $ $ -"#$2 ,$! C(#$ /% $,$ <,.$ ,-"9$$%
 $! "$-,!#..! D1G* $.:($ ,  ,$!$ B..$ ,:(# -"0$!,$9 ,!#2 ! -"#$ L$ ":(
$/$,# $ $*  ?   %:( $$ %  %:($($ $ .$-#" $  ,$!$ :(,$,-$,
#$ %$($ - DRG2 %:( $$ % -$,!>,$ .$-#" $  9$, $  $  $
.,$$  -00$..$ % $ L$ ":( % $<#$ -.$,$ <,.$ :(,%!$H%$/$
$/,$.#* !"  ?  ,$!$ B..$#30 /% % /%!# -C(.% $,$ .,$$ $!,%-$##$
,:(# $$,$# ,!#2
,$!$! "9.$ % $ ,#  $ $%$ B..$ $.>!#2 ,# ,( ,!# $! !""(. >.,:(* ("($
<,.$ B..$$H%$/$ /% $/,$.$ .! %:(  %:( $, $%$! '%!#$7$($ <,.$ ,
-"9$$% /% 7$$, $2 ,$ 7$9$!!$#$ '%!#$>.,:(-$,# 9$!#$(# ,  $ $$ %
7" (":(08/,!$ $,-!#89$

* $.:($ /,!:($  $ .$-#" $ .! %.#$%$ 9
!# !(.#$  $  ,.$ 9!# !$( $% $!#.$#2 ":( ,:(#,$  9$, ,!# 9$  ,$
 %:(  ,$  %:($($ $ %# $/,$.#$ %#"#,!:($ <,.$ '%!#$  $ .$-#" $* $.:($
<,.$ ,-"9$$% 7$(, $#2
.$-#"$9$!:(%?  %:(  ,$ .$-#"$-"$ 9$,  $  $0"/$ % -  /% C($*
 ? $.$-#,!:($  %$ %  $ $,-!#89$ !,#/$2 ,$ 7"  ,$!$  %$ ($
C($ $ $.$-#,!:($ B$. $ ->$  %:(  ,$ .$-#" $ (, %:(  ! 0$,:($$. ,
 $ B..$,##$ 7$/$$2   ,$! /% 7$$, $ % $ /,!:($ B..$,##$ % $
,-!#89$ L$$,.! /$, %! ,:(#$#,!:($ #(.

9$!#$($ $ $#..!#89$ $9:(#*
$.:($ !" >.,:($ #>$. $ 9!:(,$2
!" *


	
	
,$ B..$$.$-#" $ $ $ ".$ $?$ $(.#$#2 ,$ 7,$ , 0,#$. 525 $!0"
:($$ $,-!#89$ !",$  ,$ /$, $#..!#89$ %! ,:(#$#,!:($ #(. $ $ 

59 A( ( %#  5*	.9AB 5>>(CD  E 2< ± ?(??=3 (
*% * E 2;< ± ?(??=3 

5 A ,(   &77?&(  E F ( *% * E =?? 
:': 4 ((
9$, $  $  $ B..$ &, <,.$ ,:(#%+ 7" 4 	.#$ $!# %!:(."!!$2 ,$ 4 	.#$
$ $   $ %-#$ B &$%$ B..$+   ,$ #(.0.##$ %! 992 N2R $!:(%9#* $.
:($  $ /$ B..$%9% #8#2 ,$!$ 9$, $ 	.#$ ,:(#$  ,$ $,-!#89$ !" %!*
 ?  ,$ 3:(!$  $ B..$ % 18◦ %!  $ $#,-.$ $ $(# ,!#2 ,$ 9$, $ #(.!#89$
!, ,  $ 	.#$ !" $,$0?#*  ? $.$-#,!:($ "#-# 9$!#$(# % !",#  ,$ #89$ %
!!$ .,$$2 ;$,  $ B$#,%  $ 9$, $ 	.#$ % $ % (>:(!#$ 8/,!," $:(#$#*
  L$.,:($ $%,-$,# ,  $ "!,#,",$%  $ $,-!#89$ !,:( %$,$.,:( %  ,$
"!,#,"  $ B..$$.$-#" $ %!,-#2
'$ $ 	.#$ 9$!#$(# %! 4 $,.$* "7"  ! >?$$   ,$ .##$ $!:(%9# , *
 0> 0   /,
   < -
,1 
   $1! # , B .(3 , 

   
 
    - K  $ 

! # < -,1      
  
 
 
, .($ ,  
   , .(:   $

 D2! *
 "
   
   = 
  
! #  31     
  ,
3 , ! (  0  $1   5
 
 25( 
 4! #  
    
 8    
8  $
 
 L
 
2 : A:&) 
 !
%  ! -.$,$$ /% ;$$!#,%  $ $,-!#89$   ! >?$$ $!:(%9# , 2 ,$
(* : !%   &
F $,-!#89$ $ $ , F !$( $<-# $$#,#$ %#$ $.$# %  %:(  ! -.$,$ 
$$!#C:- I<,$#2 9$, ,!# ,!9$!" $$ %:(  $ 9!#  $ %#$ %#$$, $
8%?$!# ,:(#,*   $ /2;2  $ 39!#  $ .$-#" $0$ $!#.$#2 ,$ #(.!#89$
$ $ ,  ,$ ;"(%$ , 9$, $ 	.#$ $,$0?#2
%!$($ 7" (,$ C!!$ % ":(  ,$ .$-#" $   $ $,-!#89$ 9$$!#,# $
 $2 ,$! $!:(,$(# , $  ,$ .$-#" $ $, $ $!#$!:(%9# $ $2 9$, $ $
 ,$ :(%9$  %:( $,-(C.!$ 7"  $ .$-#" $!0%$ ,!".,$#2 ,$ ,##.$
$ % -%/$ .$-#" $ 9$!,#/$  9$, L$ $,$ ;"(%*  %:(  ,$  ,$ 	C.!$ $!#$:-#
$ $*  ,$ .$ .$-#" $ 9$!,#/$ /$,2   $ "9$$ 4 $,-!#89$ $ $ N
.$-#" $ 9$$!#,#*   $ %#$$ $,-!#89$ $9$..!2 ;$#:(#$#  %  ,$ "9$
$ N .$-#" $* !" $ $ /%$!# /$, $ /% L$ 5 .$-#" $ ."!$ /%!$$!:(%9#2
,$! !,  ,$ .$-#" $ )* ) % 4 !",$ )* 4 % 42 %:( $#..!:($,9$ 08
/,!$ ,:-$ &)16 µ+ L%!#,$#   $ 9!#  $ 9$, $ -C/$$ .$-#" $* $.:($
7"  $  $$ $,#$   ,$ .$ .$-#" $ $!:(%9# $ $* 8($  %:(
% $<-#$ 9!:(.%?  $ .$-#" $  B..$$ $ :(#$ %?2 ,$!$ 9$, $ -$#$ /%
L$ 5 .$-#" $ $ $   /% B..$,##$.0%-# $!:("9$ % ,# $,#$$ 4 $
#..!:($,9$ L%!#,$#2 "  $ $  ,$ :(%9$ $!#$/"$ %  ,$ $#..!:($,9$
$#$#2 ,$ %#$$ N .$-#" $ $ $ $9$!" L%!#,$#* "9$,  ,$ .$,:($ <,.$ '%!#$
 $ .$-#" $  %:( !!,7$ $#..!#C:-$ #,$# , 2
!, -	
	  *

		

A% #($"$#,!:($ ;$!#,%  $! B..$0"#$#,.! % $ $, "0%#$0"

7$
$ $#* $.:($! ,M$$#,..$,:(%$ %#$ 9$ 7"  9$ ,$$ .>!#2   ,$!$
B.. ,!#  ,$!  ,$ 0.:$.$,:(% %#$ 9$  $ B..$$"$#,$ %  $ B..$!0
%$ &7.2 0,#$. 42)+2 /% % $ , ..$$,$ /%$!# %  $ !$% "0"#$#,.#$,.
%!$$:($#2 ,$! $!:(,$(# , $   ,$ B$. 7$#$,.% 9$, <,.$ 0.,#% $  $!
BB$. $!  "($ 9$  $ #$,.$  %!$:($ .8?#2 ,# 	,.$  $ B"$. &42)Q+
9$$:($#  !",#  ! !$% "0"#$#,. C L$ $ %-# ,  $ B..$2   ! $!#0"
#$#,. C $,$ "I%#," &).*4.*4*)TY*HY+ /% 9$!#,$* 9$$:($#  % , $,$

5G.9
:*: & (-
$,#$$ ,%.#,"  ! "#$#,.* $.:($! .,$$ C $* ..! %  ,$ $#$ %#$
;$C:-!,:(#,%  $! Y$#! .,$$ C $ % C9$.$#  ! !" $(.#$$ "#$#,.
,#  $ !$% "0"#$#,.* $.:($!  7"($ C  $ $C!:(#$ HY$# 9$$:($# (#2

*
 ;
* ;
 
 
 0@ -5  4
  / 
  /
5! # 4
  /  
 45◦   
$  
 /5 !
* "
 
#	
	
,$ 9$, $  ,.$ 	%0#:(!$ 7$.%$  ,". , "" ,#$!3!#$  $ B..$
	
2
,$ $!#$ 	%0#:(!$* x′ $#* 7$.8%# %#$ 45◦ 7"  $ <:(!$ 7" B.$-#" $
5 /% .$-#" $ 4 (,2 ,$ /$,#$ 	%0#:(!$* y′ 7$.8%# !$-$:(#  /% 7" .$-#" $ F
/% .$-#" $ ) (, &!,$($ 992 52N+2
,$ ,%.#,"  $!  ,.$ B..$0"#$#,.! ,  $ B..$,##$ C HY P 6*55E ,!# , 992
52E  $!#$..#2 ($"$#,!:($ ;$$:(%$ !""(.  ,.$ .! %:( <,.$ :(,%!
$H%$/$ $ $ , $.$,:( ,# $<0$,$#$..$ $9,!!$ , 0,#$. E 08!$#,$#2
!. /
;$,  $  $ B..$* $ $  ,$ B..$!0%$ % &)6*6*6*)6TY*HY+ &!,$($ 992
52R+ $!$#/#* "9$,  $ Y % HY$# ,$(.9  $! #9,.,#8#!9$$,:(! $8(.# $ $
	
0   9$$        5	0
"  
(2 : !%   &
 0A $
   /   /
  URF = 300 .! #   ;F  J877M! #  
 =
 A,) 
  $ A) 
  
  /
 2F  (1,  -  :5
2! #   /   >
  =   
3
"  ;
  ωsa¨kular = 2π · 1, 38 34!
C!!$2   $ 992 52R  $! B..$0"#$#,.! !,$(#  $#.  $ B..$:(!$ $,$ :2
)5*4  .$ "#$#,.#"02 	,$ $ $ , 9$, $  $/"$*  $$ ,##$.0%-#$ !,:(
5*4  $#$# 7" B..$/$#% % 9$, $ $,#$  $! B..$/$#%! 9$I $* "$
$. $2 %:( .$$ $,$! $#,7$ "#$#,.!   ,$ F ,##.$$ .$-#" $ &/2;2
&)6*4*4*)6++ -  $! $$,:($*  ? !,:(   $ 9$, $  $0"!,#,"$ L$$,.!
,,  $! <,.$ "#$#,.! 9$I $ &!,$($ 992 52Q+2 ",# - $,$ 7"/$,#,$
%:(,!:(%  $ 9$, $ 7$!:(,$ $$ "$!"#$ 7$,$ $ $ $2
:(  $ 	$,/$  $ L$$,.,$ X$ &Q6 $-% $ C  $ $!,%$ % 56
$-% $ 9$,  ,%$


+ % !:(.,$?$ $ ",!#,"  %:(  ,$ .$-#"$-"$
&56 $-% $+* $ $  ,$ $#$ % &46*1*1*46+ (":($($ &!,$($ 992 52)) % 
52)6+2 ,$! $!:(,$(# , $ /%$!#  ,$ 8%?$$ 0%$ ). % ) 7" )6  % 46
 $(>(# $ $ % ) ,..,!$-% $ !08#$  ,$ ,$$ 0%$ 4. % 4 7" 6 
% 1  $!$#/# $ $2 ",# $ $  ,$ !,:( , .$ B..$#"0 &" $ ,  $ 9$, $
B..$#>0$+ 9$I .,:($ "$ ,! B..$/$#% #!$,$#* % 9$I $ !,:(  


5 #  "  ,( ,   	    "
<?   	 	'"" 
:*: & (
 0D 

  / 
A&J.8J.8J.8&J.I6J8;F6J877M)8  
 :  !
(
  , $   8   
  =

 
  
 
8   
$  y = 0  ! (
   $   $ 
 /   =
, ( 
 =
,  ! 0  
 /8    /   ! # 
"   z = ±3, 2  !
 0I #
 (   =   < 
30, A&J.8.8.8&J.I6J8;F6J877M) ,   8 H

  $  / 
  /  =B 
8     "    ,B! #
3 D    /  z = ±3, 65 !
*3 : !%   &
 0J  .  :
    A&J.8.8
.8&J.I6J8;F6J877M) A,) "   : !  
0B  /
 
 AJ.8N.8N.8J.I6J8;F6J877M)  
"   /  A)! "  
 1
,   .
  /   /  
+ $
!
, $,$ % ":( 5 .$ 0$,:($0"#$#,.2   $ B..$,##$ 9,. $# !,:( C
$!,%"$ $, (",!:($! "#$#,. ,# $,$ !/,..#,"!$H%$/ 7" 4NQ -	/2
:*: & *	
 0 

  / 
AJ.8N.8N.8J.I6J8;F6J877M)! #   /8 
  4  1
H $
  
 
 $

 ! "  3 D    = 
 2 ;
   3
  ωaxial = 2π · 269
,4! 0 BH #
  =     
(! 7!& 
 !
 0 .BH #
  / 
AJ.8N.8N.8J.I6J8;F6J877M)!
* : !%   &
Kapitel 4
	 	 

 ,<,#H%$ $%! I# .%< $# :# $!# .%<
 "## !0:(@ ! $ $ ,:(#Z  $!  ,:(#2
* ;%:( $$!,!* 02 )* 52 $!
A% $.,!,$%  $ , 0,#$. ) 7"$!#$..#$ =%#$##$ $ $ 7$!:(,$ $$
!$-C(.$#(" $

$9%:(#* $.:($ (,$ $%$ 9$!:(,$9$ $ $ !"..$2
" /

,$ !$-C(.% 7" $%#.#"$ " $ $!0$,:($#$ "$ (# !,:( ,  $ .$#/#$
'(/$(#$ .! $,$!  $ -#,7!#$ $9,$#$  $ #"0(3!,- % =%#$"0#,- $,$!$2
,$! (# !,:( /% $,$ ,  $ $.$,(%  $! "9$.0$,!$! 7" )QQE  (% D)46G*
"($"% L, D)4)G % (,..,0! D)44G C ,",$9$,#$ %  $ $9,$#  $ !$
-C(.%* 9$ %:( ,  $ $.$,(%  $! "9$.0$,!$! 466)  $##$.$ D)45G* "$..
% ,$ D)4FG C $ % 7" !$-C(.$#(" $ 9$,  $ $,:(% D)41* )4NG
7" ;"!$,!#$," $!#," D)4EG , $$!0,$$.#2 !$-C(.% % $ 9$$,#! )QE1
7" 	8!:( % :(." D)4RG /% C(.% #"$ !$ % %9(8,  7" 7"

9 G" 0 -# *-  H&&>I
@0
*' ': )  
,$. % $($.# D)4QG /% C(.% $$$ "$ 7"$!:(.$2 %:(  ,$
#,:-.% 9!#,9$* $H%$/!#9,.$ B9!#"[!$ ,  $ !,$9/,$ '($* -"#$
)QER $!#.! "00.$!$-C(.%  $,$ ".-$ $!0$,:($#$ "$ :($,$!$
$ $ D)56* )5)G2 "$-,!#..$ % $ $!#.! )QRE  = $/$%# D)54* )55G*
$,#$9 -C(.% D11G $!#.! )QRQ  $"!#,$#2
%:( 9$, $%#.#"$ % $ !$-C(.% % ,0%.#,"  %:( ,:(#-8#$
$".$,:( $$ $#2 " -"#$ 9$$,#! )Q55 $, #"!#(. ,# $,$ #!7$!.$
#(.%!$. 9$.$-# $ $ D)5FG2 )QR4 % $ $, #"!#(. $!#.! , !$,$
.",#% ,.$ ;$$% $-C(.# D)51G* % $, !08#$ $.  ,$  $, ,$!,".$
C(.% , $,$ !"$#$ "0#,!:($ $.!!$ D)5NG2 0$,:($% % C(.% % $
-%/  % , $,$ $#""0#,!:($ B..$ &

+ $/$,# D)5EG* $.:($ !,:( .!
#  $-/$% /% /$%% %.#-.#$ #"$  %:(!$#/#$2
)QRR % $ 7" (,..,0! %$#$#$ %9"00.$$0$#%$ 9$"9:(#$# D)5RG*
$.:($ -%/  % 7" .,9 % "($"% L,  %:(  ,$ ".,!#,"!
 ,$#$C(.% #($"$#,!:( $-.8# $ $ -"#$ D)5Q* )F6G2 %(, ".#$
$,$ !#$ #,:-.% $%$ C(.7$($*  ,$  ! $,:($ ,$ #,$$$ $
0$#%.,,#! ,$ /2;2  $ ("#"C:-!#"?$/$

$>.,:(#$2 	,$ !$,$ %  ,$
C(.% DNG %  ! 

C(.$ D)F)G $C(#2
:(  ,$!$ (,!#",!:($ C:-9.,:- "..$ , %! %  $ !$-C(.% $!0$,:($#$
#"$ ,!9$!" $$ $!0$,:($#$ "$ , $2
"  $ $,$#.,:($ ;$( .%  $ !$-C(.% !$, C  ,$ "9.$#,- $,$ !$9.$
.!$$-C(.#$ $,.:($ $,$ $0$#% /%/%$,!$ % (  7$,$!$2

	$ $

. $  -)" TR , #   A  	
 9   9  - kBTR = ER = 
2k2
2m ( ,# k =
h
λ = pR
 -)$  9    J% λ      m 
J  -)"    &?? 
  -  # " 
  - '

18   $ $$
':: 
) *(
 %.B..$ $!0$,:($#$ "$ 9$!,#/$ %,##$.9 :(  $  $7" $,$ -,$#,
!:($ $,$*  ,$  $ !$% "0"#$#,.  #  $ ",!#," $#!0,:(# % #30,!:($$,!$
$,,$ $ 9$#8#* ! $,$ $0$#% 7" $,,$ )6666  $#!0,:(#

2 8($ 9$,
$,$ $,.:($ ..$ !$:(! %,:(#%$ $-C(.# $ $ C!!$* ,!#  ,$! C $,.:($*  ,$
, ..$  $, % ,$!,"$ $$ !, * ,:(#  $ B..*    ,$ $,.:($ , ..$ ,:(
#%$ "!/,..,$$2 8($ C $,$ $,.:($ , $!#$! 7,$ !$!#(.$ "#$ ,
!, * 9$>#,#  C $$$ $,.:($ % $,$ $,/,$ !$!#(.* $.:($ ..$
 ,! ,# ..$  $, 	%0#:(!$  $ B..$ ,:(#7$!:(, $ $ "0"$#$ 9$!,#/$
%?* %  ,$ $,.:($ ,  $, ,$!,"$ /% -C(.$2 "00.$!$-C(.% $ %/,$#  ,$
$0$#% , $-% $9%:(#$,.$ % E >?$" %$ % :2 ) 2
, 9$#:(#$ !$-C(.%* 9$,  $ $, "":("#,!:($ !$ % $,$ #"$
9$  $ B$H%$/ ωA $,$!#(.# , 2 9$, !, /$, $#$9$$,:($ /% %
#$!:(,$ $@  ,$ !#-$ %  ,$ !:(:($ ;, %* $#!0$:($  $ $(8.#,! 7" B.
.$"!/,..#,"!$H%$/ ωsec % ,,$9$,#$  $! 7$$ $#$ #"$ 9$! Γ2
" #


 $/.. !:(:($ ;, % ,!#  ,$ !/,..#,"!$H%$/  $! "! ,  $ B..$ !$( 7,$.
-.$,$ .!  ,$ ,,$9$,#$  $! #"$ 9$! ωsec  Γ2 ,!!," % 9!"0#,"
I $ 0-#,!:( /% !$.9$ !/,..#,"!0(!$  $! "! !###2
 %($!3!#$  $! $,.:($! $!:($,#  ! ,:(# $H%$/" %.,$#2 ! 9!"0#,"!
!0$-#% 9$!#$(# %!  $ 8$ 9$, ωA % ;$$%!!$,#$98 $ 9$, ωA ± n ωsec
,# n ∈ *  ,$ L$ ":( $$ Γ  ωsec 7"..!#8 , C9$.00$2

& 1  kB · 11603 K

.    ,    .       5 	
" x = a · sin (ωsect)     5    * ,  
#
E = E0 ei(kx−ωLt) = E0 e−iωLteika sin(ωsect) = E0 e−iωLt
∑∞
n=−∞ e
inωsectJn (ka) =
E0
∑∞
n=−∞ e
−i(ωL−nωsec)tJn (M) M = ka = 2πaλ ,  G   (
)    $ (    % # ωL  #% # ωL ± n ωsec
 n ∈  #( ,#  %  #% $$ " J2n (ka) ( ,#
Jn  0   A 	   . 9$  ( 
** ': )  
	,$ -   ,$ !$-C(.%  $ "$ ." /% !$-C(.% $,$ $,.:($ 9$
!:($,9$2 $ ,-%!H%$!:(,## ,!#  $ $,$ $,.:($ .$,:(/%!$#/$2
$ C(.$:(,!%! 9$%(#  %*  ?  ! " %%  $ !/,..#," ,  $ B..$ 9$,
9$!#,#$ 0$," ,!:( ,$ $-$($ $ A$,#0%-#$ ,#  $ "#7$!#,#$ ,:(#$. 
 %:(  $ "00.$$M$-# , $!"/ $9:(# , 2 %(, , $, ,:(#H%# 9!"
9,$#*  $!!$ 0%.! %  ! " C9$$(#2  ;$$%!,:(#%  $! "! % 0%.!  $!
("#"! $#$$$!$#/# !, * ,  ! " 9$9$!#* 7$.,$# -,$#,!:($ $,$ % 
, !",# $-C(.#2 !:(.,$?$ $,##,$#  ! " !0"# $, ("#"*  $!!$ ,!!,
"!7$#$,.% ,!"#"0 ,!#2 ! , .!" , ,##$. -$, 0%.! %  ! " C9$#$* !"
 ?  ,7$$,!$ $#$ ->#$*  ?  ! " 9,! T = 0 $-C(.# , 2 ,#  $ 0"
#$,!!," ,!# L$ ":( $, 	$,/$:(,!%! 7$9% $*  $  , 9$!#$(#*  ?  ! "
%%  $ /%8..,$ ,:(#%  $ 0"#$,!!," $,$ ,M%!," , 0%.!% %!
C(#* ! $,$ %($,/%  $! "! /% B".$ (#2 %:(  ! $:(!$.!0,$. 7" C(.-#
%  ,M%!,7$ %($,/% !#$..# !,:( $,$ .$,:($,:(#!#$0$#% T $,*  ,$ $$9$ ,!#
 %:( D)F4G@
kBT =
Γ
4
1 + IIsat +
(
2∆ω
Γ
)2
2|∆ω|
Γ
=
Γ
4
(
Γ
2 | ∆ω | (1 + p) +
2 | ∆ω |
Γ
)
, &F2)+
"9$, p = IIsat  $ 8##,%!0$#$ % ∆ω = ωLaser − ωA  ,$ $!#,%  $!
!$! 7"  $ #"$ $!"/$H%$/ ωA ,!#2
BC $,$ $!#,% 7" ∆ω = −Γ2
√
1 + p $,9# !,:( $, ,,%  $ $$,:(9$
 #$0$#%2  $/.. -.$,$ !$,#$!,#8#$ I  Isat &p  1+ , 9$, $,$
!$7$!#,% 7" ∆ω = −Γ2  ,$ "00.$C(.$/$*  ,$ !"$#$ "00.$#$0$
#% TDoppler $$,:(#2 ,$ ,!# $$9$  %:(
TDoppler =
Γ
2kB
. &F24+
B..!   ,$ $#$  $! , <0$,$# 7$$ $#$
24

+
"!* $-C(.# %  $
9$ 5
2
 1
2
−→ 52 3
2
&Γ = 2π · 42, 7	/+ , .2 &F24+ $,!$#/#* $(8.#  $,$
"00.$#$0$#% TDoppler  1mK* ! 9$, $,$ <,.$ 8-%.$H%$/ 7" ωz/2π =
  0#  *# # ,(  $"$ # ( ,# /
6$ # ωA ± nωsec  - *# Γ #"
'::  %) *-
560 -	/ $,$ ,##.$$ ;$!$#/%!/(.  $ <,.$ (",!:($ !/,..#"/%!#8 $ ,
 $ B..$ 7" :2 〈n〉 = 35 $#!0,:(#2
"! $	+

,$ $,#$9 -C(.% ,!#  $ /% "00.$-C(.% -"#8$ $/..  $ !#-$ ;, %*
,  $  ,$ ;$$%!!$,#$98 $ !0$-#. %$.>!# !, 2 ! ,.# .!" Γ  ωsec2 ,$ % $
$!#.! )QRQ ,# 	,.$  $! !:(.9 ,$* ,0".7$9"#$$ 4
2
 1
2
−→ 52 5
2
9$!
$,$! $,/$.$ $$$
198
	
+
"! $.,!,$# D11G2
  ,$!$ $/.. % $,$ ,0".$.%9#$ 9$ /% $.,!,$$
	
* -  $,$
!$( !#$,.$ B..$ " $ $,$ !$( !:(:( $.%9#$ ,0".C9$ 9$%#/$2 ;$, $ 	$
$($!$,!$ % $ $.,!,$# DF* )F5G2 992 F2) /$,#  ! 9!"0#,"!!0$-#% 9$, $,
#$9 -C(.%2
$,#$9 -C(.% -  .! #,#"-$!#$%%  $! !$% "".$-C.! 9$
!#$($ %! " % "$..$ 7$!#$($2 9$, !#,#   ,$ !$$H%$/ %  ! -#$
"#$ $,#$9 *  2(2 ∆ω = −k ωsec2  %:( $ $ 9$8$ |g, n〉 −→ |e, n− k〉 $
#,$9$2 ;$,  $  %M".$ $ 0"#$,!!,"  $! "! /%C:- ,  $ % /%!# |e〉
- $! , ..$$,$ !$,$ :(,%!$$,$ $(>($* $,$ ,$ " $ ,:(# 8 $T
 ,$ ,##.$$  $% ,!# 9$ .$,:(  $ C:-!#"?$$,$ ER = 
2 k2
2 m 2 B..! ER -.$,$ .!
k · ωsec ,!#* !$#/# C(.% $,2
 B..  $ $,#$9 -C(.% %  $ $!#$ $,#$9 &!,$($ 992 F24+ $ $ 9$
8$ |g, n + 1〉 −→ |e, n〉 , %/,$#2 8.,:( ,  $ " 0" C(./3-.%!  ,$ $,$
ωsec $#/"$* !"  ?  ,$ C(..$,!#% $$9$ ,!#  %:(  ! " %-# %! #$%#$
% !$7$!#,%2 ,# "#!:($,#$ $ C(.% $ $  ,$ 8%?$$ $,#$98 $
!:(8:($2 ,$ #8-$ $,$! $,#$9 ! ,!# 0"0"#,". /% J2n (M)2 ,# "#!:($,#$ $
C(.% ,  ,$ :(,%!0.,#% $  % !",# $9$..! M = 2πaλ ,$ -.$,$2
 %?$ J0 ..$ ;$!!$.%-#,"$ Jn (x) C x −→ 0 $$ %.. $($ D)64* )FFG &!,$($
%:( ( '+* 7$!:(, $ , 9,:-$,,#*  2(2 ..! η = 2πaλ  1 ,.#* ..$
$,#$98 $ % %  $ 8$ 9.$,9# 9$!#$($2 B..! .$ ,.,:( η < 1* 9$ η2  1 ,.#*
	
9 , (  0 "  #   	#	6-
HK( =KI 2  6$ 773
*2 ': )  






$





G46    &     '  
( ) *       
     +    &   


 ; (,
   "   
 =  /;
 ωv = ωsec! 0  
8 H  
;
  "   = ωv   BH  
:  -   Γ C ωv  Γ!     " 
:#,: D8 !!  $

 a   ,
  1 λ  - ! #   "1  $1
 ,  . 
 1  ωA! 32 - 
  
   : A: ,  Γ)8  /;


 ωA − ωv  !
9$!#$(#  ! 0$-#% , $!$#.,:($ %!  $ 8$ S0 9$, ωA %  $ 9$, $ $!#$
$,#$98 $ S±1 9$, ωA±ωsec2 BC  ,$ $.#,7$ 0.,#% $  $! 8$! %  $ 9$, $
$,#$98 $ ,.#  @
S0 = 1 &F25+
S−1 = η2 〈n〉 &F2F+
S1 = η2 (〈n〉+ 1) &F21+
%!  $ $(8.#,!  $! 9.%$ /% "#$ $,#$9 $! -  ,$-#  ,$ ,##.$$ ;$!$#/%
 $ !/,..#",7$%! 〈n〉 9$$:($# $ $2 ,$! $#!0,:(# %#$ "%!!$#/% $,$
#($,!:($ $#$,.% &!,$($ %:( ( + $,$ $0$#% 7"
T =
ω
kB ln
(
1 + 〈n〉−1
) . &F2N+
,$L$,$ "/$!!$* $.:($ 7$(, $*  ?  9,! % T = 0 -C(.$ -* !, ,  ,$!$
B..  ,$ ,:(#$!"#$ $%$  $! 8$! " $  $! $!#$ 9.%$ $,#$9 $!*  
% ,  ,$!$ B.. 0"#$,!!," , $, (>($$! :(,%!,7$% $".$ -2 ;$,
'::  %) *



  
  
   
 
  

  
 ; =  $, 
 
    $
! #   

 |g〉 
   *
 |e〉
  + $

 |n〉! 3   :
A∆ωLaser = −ωsec)   :#,:  
H O1
|g, n + 1〉 −→ |e, n〉 !  $   =

 
  *
1 |g, n〉8 |g, n ± 1〉8 
    

 *
 |g, n〉8  H    (

 |g, n + 1〉 $

;
  
8 
   - 
   ,!
,$ ,$ $0$#%$ -"#  ,$!$ 	$,/0"/$!!$ $,$ ,$ >?$$ ;$ $%#% /%*
   ! %#$$ $,#$9 C n = 0 7$!:(, $#2
:( $,:($  $! #($,!:($ .$,:($,:(#! ,!#  ,$ ,##.$$ ;$!$#/%!/(.  $ !/,.
.#"/%!#8 $ $$9$  %:( D)56* )F1G &A% 	$.$,#%  ,$!$ B"$. !,$($ %:( (
	2+
〈n〉 = 5
16
(
Γ
ωsec
)2
 1. &F2E+
! " 9$I $# !,:( %  ,$ $,!#$ A$,# , H%#$$:(,!:($ % /%!# |n = 0〉
 $! "#$#,.!2
 $-$#*  ? $! C!#, ,!#* 9$8$ -.$,$ ,,$9$,#$ /% 7$$ $*   
  -$,$ !" "?$ 8-%.$H%$/$ /% $$,:($ 9%:(#*  2(2  ,$ "$..$ ,:(# !"
!#$,. 7"!$($ %?* ! ,#%#$ !$( C!:($!$# ,!#2
,$! :($ , %! , <0$,$# /%%#/$* , $ , /% C(.%  ,%,"$ 7$
-3 ': )  
G46  ,  
-
G46
 ,  -
G46
 .  
G46  ,  
G46  .  
G46     
G46  ,  
-
G46
    


    "   -
  "     -
(
 
  
   #    / 
 
  
  "    / 









 ;0 
  "
! *
 - 
   σ+
 : - 
8   O N
2 1
$0 −→ N 3=1 !
# O
1S0 → 3P0     - 
 >

 /;
 !
$ $2 ,$!$ $ $ %  $ 9$ 1!
2 1
0 −→ 10 31 &!,$($ 992 F25+ ,# $,$
#C.,:($ ,,$9$,#$ 7" ΓU4π P 5N6 -	/ $#,$9$2 ",# - ,# !$( $,:($
,##$. , ($->.,:($ "$..$ ,# !/,..#,"!$H%$/$ % ) 	/  $ ;$$,:(
!#-$ ;, % $$,:(# $ $2 % /%!# !-C(.% 7" $,$ 9/2 /$,  ,%,"$
-"#$ 9$$,#! , %!$$ 9$,#!%00$ $/$,# $ $ DF* )FN* )FEG2 ,$ $,#$9 -C(
.% , B..$ $,$! ($#$"$$ 
+

+
,!#.. ,!# 8(.,:( /% (,$ ;$!:(,$9$$ &!,$($
%:( 0,#$. 1+2
  $ !$, ":( $8(#*  ?  $
1S0 → 3P0 9$ ,# $,$ ,,$9$,#$ 7" 6*R4
	/ $, , $.$  , # C  ,$ $.,!,$% $,$! B$H%$/!#  !  !#$..# D)FR* )FQG2
""  $	+ 0

,:(# ..$ "$ $,!$ $#!#9,.$ ,7$%! %*  ,$ ,# !$ $$# $ $
->$2   ,$!$ B..* /2;2 C(.% $,$! $,$
25

+
,!#..!* ,!#  $/%$*
':': ", %,8) -	
9$8$ /% 9$%#/$* %  $ $/.. !#-$ ;, %

 Γ
$M
< ωosz /%
$$,:($2 ,$! !, 4("#"$9$8$* 9$,  $$  $$ %!(.$$. .! 9$,
,0("#"$,0".C9$8$ $.#$2 $!(.9 -  %:( 9$8$ /,!:($
	30$$,!#%-#% &
25

+
*  = 6* !,$($ 992 F2F+ " $ A$$,7$%! &24+ * P6+
 $!$.9$ ,.#,-$,# #$,9$2 ,$ $M$-#,7$ ,,$9$,#$ Γ
$M
,!# $<0$,$#$..
$%.,$9 % - 8%?$!# !:(. $,$!#$..# $ $2
$ 9$ , C9$ $,  ,##$!* 7,#%$..$! ,7$% $#,$9$* $.:($! % ∆ 7" $,$
0 G46  -
G46
1  0    1


  





 
2 3
4


  
0 G46  -
G46
1  0    1
  + ,

	
 ;; $
 >  
25
3
+
! #
 0

  :;
 ω1 
 ω2   =O    

 
 8  
 ∆ 
  2=1/2
 ! #

  B  1
H , : 
 ! # #E
;
   : 1 ω2−ω1 = ω08  H  O 2=1/2
|F,mF 〉 = |3, 3〉 −→ |2, 2〉   !
A%!# 7$!#,# ,!#2 %:(  ,$ "?$ $!#,% ∆ 9.$,9#  ! $.$ ,7$% ,
%#$ 8($% %9$!$#/#2  :(".$ $ 9$#:(#$ , %  $ B..  $!
25

+
,#
	30$$,!#%-#%2
 !,:(  ,$!$ 9$!$H%$/$ , ,-"$..$9$$,:( 9$I $ %  ,$ !0"#$
,!!,"!(!:($,.,:(-$,# 0"0"#,". /% ω3 ∼ 1
λ3
7,,$#* !,  ,$ $#!0$:($ $


  L 
- ': )  
$9$! %$ 8%?$!# .$* ! C /%7$.8!!,$ =%#$$:(%$ %$.8?.,:( ,!#2
;$, $ !#(.$ $ $ %! $,$ $,/,$ !$ $"$2 :(  $ %!0.#%
 $! #(.!* , $,$ #(. ,# 	,.$ $,$! -%!#"0#,!:($" %.#"! &+  ,$
	8.#$  $ ,M$$/$H%$/ ω1 − ω2 %$08#2   ,$ !$$H%$/ $!# :(  $
 $H%$/7$ "00$.# , * $,9# !,:(  ,$ $C!:(#$ ,M$$/ ω1 − ω2 /,!:($
 $ 9$, $ #(.$2 ,$ 	8.#$  $ 	30$$,%!0.#% ω0/2 = 2π · 0, 89 	/ ,!# ,#
-"$/,$..$ Y! ":( $.,!,$92
,$ -C(.% (#  $ "#$,.*  ?  ,$ !#(.$ "0#,!:($ !$$H%$/$
$#!0$:($* $.:($  , $$!#/ /% ,0("#"$$#(" $  ,:(# , 9$!" $$ ?$
$H%$/!#9,.,!,$# !$, C!!$*   C  $ 4("#"$C9$ %  ,$ $,$ ,M$$/
 $ ("#"$ $,$(#* $.:($   !$( $<-# $,$!#$..# $ $ -2 , $,#$$
"#$,. ,!#*  ?   ,$ $M$-#,7$ ,,$9$,#$ !""(.  %:(  ,$ %.!.8$ .! %:(  ,$
$!#,% ∆ 7"  ,##$ 7,#%$..$ A,!:($,7$% $<0$,$#$.. !#$%$ -2
,$ C(.% $".# ,  ,$!$ :($ &!,$($ 992 F21+  %:( $,$ 9".$ /$,$
9$8$2 A%$!# $".# $, !#,%.,$#$ C9$ %  $ $!#$ "#$
$,#$9 &!,$($ 992 F21+ 7" % /%!# |1〉 C9$ $, 7,#%$..$! A,!:($,7$% |0〉
,  ! "9$$ 	30$$,,7$% |2〉* "9$,  $ " $, :(,%!H%# $#/"$ % $2
:( ,  ! .$-#" ,  $ % /%!# /%C:-$0%0#*   !"!#$ %% 
 $ $<#$ .$ $9$! %$  $! "9$$ 	30$$,,7$%! -$, !0"#$ 9$ ,!
%#$$ 	30$$,,7$% $".#2 ,$! $!:(,$(# ,##$.! $,$! !0"#$ C9$!
&!,$($ 992 F219+*  $ , H%#$$:(,!:($ ,##$.  ,$ :(,%!H%#$/(.
,:(# 8 $#* ..!  !,:( , 9,:-$,,# &η2 = ER
ωz
 1 ⇔ ER  ωz+
9$I $#2 ! 8:(!#$ #$-0,#$. 9$( $.#  $ B.. %?$(.9  $! 9,:-$,,#!2
",# % $  $ 3!#$ $, :(,%!H%# $#/"$ % $!  ,# $-C(.#2
%:( $(.,$ ,$ $(".%  ,$!$ %.!!$H%$/ - % /%!# -C(.% $,$
:(,%!" $ $$,:(# $ $2 B..! $($$ " $* ,!9$!" $$ <,.$ %  ,.$
:($0%-#!" $* $-C(.# $ $ !"..$* %?  ,$ $!#,%  $ " $$H%$/
$#!0$:($ $0?# $ $2
,$ ,M$$/$H%$/ ω1−ω2  $ !#(.$ 9$#8# $ $ ω0−ωosz* ,!# .!" %  !
$!#$ "#$ $,#$9 $!#,#2 ;$, $ !#(.$ !, % ∆ $$C9$  $ "9$$
':': ", %,8) -













	












	





 ;> >$- 
C ) $
 >
O 
    $
 δ = −ωz! ) $
>O8    *
  "   (



 , ! /  , η 1    $
;
 !
9$!,7$% |0〉 7$!#,#* "9$, ∆ ".$ $ ;$ ,% $C$ %?@
∆  πΓ
2|∆kz|z0n1/2
&F2R+
,# ∆kz = k2z − k1z % z0 =
√

2Nmωz
&N · m P $!#!!$  $ "$-$##$+*  $
%! $(%  $ % /%!# $..$%-#,"2
,$!$ ;$ ,% #,$#*  ?  $ "9$$ A%!# |0〉 ($/% %9$!$#/# 9.$,9#* ! C  ,$
-"$-#$ %:(C(% 7" =%#$:"0%#$"0$#,"$ %$.8?.,:( ,!#*   %  ,$ 9$, $
%#$$ A%!#8 $  ! =%#$9,# -" ,$$2 #$  ,$!$ "%!!$#/% -  ! ,7$%
|0〉  ,9#,!:( $.,,,$# D)16S)14G $ $*  2(2  9$#:(#$#    $ 9$ .!
$,$ $M$-#,7$ 4,7$%9$ ,# $,$ 9$!9,$H%$/ Ωn−1,n /,!:($  $
,7$%! |1〉 % |2〉@
Ωn−1,n =
−g∗01g02
∆
〈n− 1| eiηz(a+a) |n〉 &F2Q+
-' ': )  
≈ −ig
∗
01g02
∆
∆kzz0
√
n C η  1 , &F2)6+
"9$, g01 % g02  ,$ 9,$H%$/$ C  ,$ $!"#$ 9$8$ 7" |1〉 9/2 |2〉 :(
|0〉 !, 2
g0i = −µ0iEi2 &F2))+
;$, ,!#(.%  $ 9$, $ !$$. $ $($  ,$ ,7$%! |1〉 % |2〉 #-
$!:(,$9%$2 ;$,  $ $<0$,$#$..$ %:(C(% ,!#  $!(.9  ,$ ,M$$/  $
$!:(,$9%$
|g01|2
∆ − |g02|
2
∆ 9$,  $ 9!#,%  $ !#(.$ %  ! $!#$
$,#$9 /% 9$C:-!,:(#,$2
;,!($ % $ $"$*  ?  $ !#,%.,$#$ C9$ 7" |1, n〉 :( |2, n− 1〉
,# )66 \,$ (!:($,.,:(-$,# $".#2  !,:(  ! " 9$ :(  $ "00.$-C(.%
,:(# , $,$ !/,..#"$,$/%!# |n〉* !" $ 7,$.$( , $,$ #($,!:($ ,!:(%
9$I $# % $$  $ (8,-$,#  $! #,<$.$$#! %! .2 F2Q 7"  $ :(,%!
H%#$/(. * ,  ,$!$ "0%.#,"!#!$ -$,$ O/,$/ 7" )66 \ 9$!,#/$2 $":(
,  ! " ,  $ % /%!# |1, n = 0〉 $-C(.#2 ;$, 9$!#,#$ %.!.8$ % %.
!,#$!,#8#$ - $! ..$ ,! 7"-"$*  ? $, 9$!#,#$ A%!# $,$ 2π%.!
9/2 ,$.:($  7" %!C(#2 , !".:($ A%!# , ]#00,!##$] $#* $,.  ,$
"0%.#,"  , $$ ,!#2  %:(  ,$!$ A%!# ,  $ % /%!# /% -C(.$*
-  9$,#9 ,$ %.!$* %.!$ % %#$!:(,$ .,:($ $,#$98 $ " $ %.!$ ,#
$:(!$. $ #$!,#8#$ 9$%#/$2
", 	
 '
+  /+ 
# /	
;$, .,$$ B..$ ,!#  ,$ ;, % , <,.$ ,:(#% !$( 7,$. !:(8:($ .! , 
 ,.$2 ,$! (# /% B".$*  ? ,22  $ $M$-#,7$* <,.$ 9,:-$$#$*  $ /%
;$!:($,9%  $! !0"#$ 9$$! 7$$ $# , 

>?$ .! ,! ,!#@
η
$M
=
√
n · η > 1*  2(2  9$I $# !,:( %?$(.9  $! 9,:-$,,#!2

9  〈n− |l|| eikx |n〉 ≈ i|l|J|l| [2
√
n(kx0)](   0  	  Jl  
%   A" x0 0 -$$$")  $% 4#	
':(: 6&) =%  %,
, -(
$%  ,$! ,!# 9$,  $ .#$ .,$$  -00$..$ 7" 2 ;. % D1G &ηz =
0, 41; ηradial = 0, 18; 〈n〉Doppler ≈ 35+  $ B.. $$!$2 $ C:-!#"?  $ !0"#$ ,!!,
" ,!# .!" ,:(# $( 7$:(.8!!,9 -.$,* !"  ? !,:(  ,$ "0%.#," :( $,$ !".:($
0"#$,!!," 7" A%!# |e, n〉 %  ,$ A%!#8 $ |g, n ± i〉 ,# i ∈
{
0, 1, 2, . . . , ηˆ2
$M
}
7$#$,.$ , * "9$, ηˆ2
$M
 ,$ -.$,!#$ /$ A(. >?$ .! η2
$M
,!#2
"#/  ,$!$ :(,$,-$,#$ $<,!#,$# 9$  $":( $,$ >.,:(-$,# ,  $ % /%!# 



   
   
    
    

 



 ;@ 

, 
 
H  :#,>!
"  $   " 
  ,  :
δ = −η2ωosz   $
;
 8 H  - H 
   4H A
 /1)     0
  !   *5, D   "   *
1
|g, 0〉 . . . |g, η2 − 1〉8      : ,!
/% -C(.$2 ,$ "$($!$,!$ .%#$# ,$ ".# DEG &!,$($ %:( 992 F2N+@  ,$ $(".#
$(.! $,$ 9".$ 7" 4 !$0%.!$ ".$ $ #@
)2 $ $!#$ %.! !:(8-#  ,$ "0%.#," % !".:($ ,7$%! |g, n〉 $,*  $$ :(,
%!H%#$/(.  -.$,$ .! ηˆ2
$M
,!#* .!" ,# n ≤ η2
$M
2 ,$! , $$,:(#* ,
%  l = 0 ,- . J0 # 
  G ( ) 2 · √nkx0 ≡ 2 · η
@
 1

-* ': )  
 $   $ !$ %  ! ηˆ2
$M
#$ $,#$9 !#,#2  %:( $ $ 9$8
$ |g, n + ηˆ2
$M
〉 −→ |e, n〉 $#,$9$* "%(, 0"#$,!!,"  ,$ "0%.#," 7"
|e, n〉 %  ,$ A%!#8 $ |g, n + m〉* −η2
$M
≤ m ≤ η2
$M
7$#$,.#2 ! , .!" 9$, L$ $
9!"0#,",!!,"!"  $ 3!#$ $#! $,$ $#/"$2   $ 7$
9.$,9#  ,$ ;$!$#/% ,  $ A%!#8 $ |g, n〉 ,# n ≤ η2
$M
*    ,$!$ ,:(# $( 
 ! !$$. -"00$.* .!" %-$./%!#8 $ !, 2
42 $ /$,#$ %.! (#  ,$ %9$*  ,$ , $!#$ :(,## $$,:(#$ ;$!$#/%!7$#$,.%*
$.:($ %  ,$ %#$!#$ η2
$M
:(,%!,7$%! 9$!:(8-# ,!#* ,  $ % /%
!# /% 0%0$2 ,$! , , ..$$,$ !" $!:($($*  ?   ,$ !/,..#"/%
!#8 $ |g, i〉 ,# i ∈ {1, 2, 3, . . .} $#7>.-$#* 8($   $ % /%!# |g, 0〉
%$#!#$# .8?#2 ;$, L$ $ %:(.% , !"  ,$ ;$!$#/%  $! % /%!# ! $
(>(#* 8($  $ $!#  $ ;$!$#/% %%  $! "?$ 9,:-$$#$!
,$ $ C9$  ,$ , $!#$ :(,## $/$%#$ ;,$$ 7" |g, η2〉 $($,/# , 2 ,$!$
#$,. , 9$ 9$, ,$ $(".% 7" :(,## ) ,$ $  "#(, /%C:-$9:(#2
 (# /$, >.,:(-$,#$* % :(,## 4 /% $.,!,$$@ $!#$! , $  9,0%.!$
$ $#*  ,$  $ % /%!# % 4π 9/2 ,$.:($  7"* "#,$# " $ /$,#$! 
!#(.# %  $ $!#$ "#$ $,#$9 $, &  ,!# |g, 0〉  %-$.+2 , "..$ %! %
 $ .$#/#$$ B.. -"/$#,$$2
! !$, (,$ ":( $$-#*  ?  ! 7"$!:(.$$ /$,!#%I$ C(.7$($ C η < 3
, 	,9.,:- %  ,$ % /%!# !-C(.% !$( 7,$.7$!0$:($ $ &%$,!:($+ $9,!!$
.,$$#T 9$, >?$$ η !:(, $# L$ ":(  $!!$ O/,$/  !#,!:(2 ! /$,#$ !,:(*  ?
$(!#%I$ C(.!:($# ,# /% $,. 9.%7$!#,#$ !$0%.!$  ! "9.$ 9$($
9$2
2 ",, $# .2 /$,#$ , DEG*  ? C η ≤ 3 % /%!# -C(.% % !".:($ # % 
$,!$ $$,:(# $ $ -2
C/.,:( % $ $9$..! 7" ",, $,$ ,#$$!!#$ #% ,$ /% !$-C(.% 7" 4 % 
$($$ "$ %?$(.9  $! 9,:-$,,# 7$>M$#.,:(# D)15G2

. A  -  #  %   5		6M" | 〈n− k0|ei kLx|n
〉 |2
"( ,  - k0  0  ) η G$  , .   #%
 *$    9M""
':*:  9 8)   
+
,+
+
,8 --
". $		 0
  	

+
 1
+
 0	


%!!0%-#  $ :(".$ $ ,!-%!!," ,!#  $ $<0$,$#$..$ % * $,$
$,$ $!,%,!#.. ,  $ % /%!# /% -C(.$2 /% ,!# $,#$9 
C(.% D1* NG "#$ ,2 ,$ 9$$,#! , 0,#$. F2F $.8%#$#* ,!#  /% $,$ -"0.,/,$#$
9".$ 7" %0 % C:-0%0!$0%.!$ "#$ ,2 B..!  !,:( ,:(#
, 9,:-$,,# 9$I $#* !, * ,$ , 0,#$. F21 9$$,#!  ,!-%#,$#* $,#$$ :(,##$
"#$ ,* % % /%!# !-C(.% /% $$,:($ DEG2 ,$!$ :(,##$ 9$!#$($ , $,#$$
%.!!$H%$/$* !"  ?  ,$ C(.0"/$ % ":( -"0.,/,$#$ , * 8($  $$
$,$ -"!##$ 	$,/#$ -80#2 ..  ,$! !:(,$ $<$,$#$.. !$( %$ , % !:($
$.,!,$92 $!(.9 $!:(,$ $! "00"#%*  ,$ "#$,.$  $ 9$, $ "$!"#$ $
!,% %  ,% /% 7$$,$* % !" $, $,:($! % $.$#$! C(.!:($ /% $.,!,$$2
,$  $$ 9$!#$(#  ,*  ,$ $,$ "$!"#$  , %!$$ B..$  ,%  %!!:(.,$?.,:(
/% C(.$ /% 7$$ $* "(,$$   ,$  $$* /% -C(.$ $ "$!"#$* % /%
$:($*  2(2 .!   $! =%#$:"0%#$! 9$%#/$ ,..2 ,$!$ #  $! , ,$-#$
C(.$! $,$! #"!  %:( $, $,#$$!*  ,$-# $-C(.#$! #" $#  !30#($#,!:($
" $ ,#C(.$ $ C(.%2 ! ,9# $,$ $,($ 7" C $*  ,$ $! !,7".. $!:($,$
.!!$  ,$!$! 	,.!,##$. /% %#/$2 A% $,$ ,  ,$ /(.  ,$-# -C(.9$ #"$
 %:(  ,$ $C9-$,# 7"  %:(!#,9$* !:(.9 ,$ !$H%$..$ 9$!#,#
9$ %:(  %:( % $#.$$ "9.$$ ,$ -"0.,/,$#$ ,7$%!#%-#%$ &,$ /2;2 ,
".$-C.$+ " $   ! B$(.$ $,$ "0#,!:($ #%-#% &,$ , "#"$ " $ $#,7$
"$+2
30#($#,!:($ C(.% % $ $!#.! )QR6  $!0$,:($#$ $!,%"$ :(
$,$!$ D)1FG* $.:($  %:(  ,$ .$,:($,#,$ "%."9# #($.,!,$$2 '$ ":(
$. $,$ $!!%  $ $0$#% %  $ >#.,:($ $#$,.% 7" !30#($#,!:(
$-C(.#$ "$ $!# )QRN , $,$ $,B..$ D)11G2 9$..! , $,$ $,B..$
-"#$ "#"$ .! %:( #,0"#"$  %:( -.#$ .$-#"$ !30#($#,!:( $-C(.#
$ $ D)1N* )1EG2
-2 ': )  
BC $%#.#"$ - /2;2 -3"$ $-C(.#$! 	$.,% ,# $,$ $0$#% %#$ ) 
.! C(.$ ,% ,$$ D)1RG2 !# -C/.,:( ,!#  ,$ !30#($#,!:($ C(.% (,$ ,  $
;$$,:(  $ %.#-.#$ #"$ 7"$!#"!!$ D)45*)1QS)N1G2 9$, % $ =%#$$##%
7" ;"!"$ .! %:( B$,"$  %:( ($.,!,$% /,!:($ #"$  $!$.9$
0$/,$! , %#$!:(,$ .,:($ ,#$$ A%!#8 $ D)1Q* )N6G* /,!:($ !"#"0$  $!$.9$
0$/,$! D)N)S)N5G % %:( /,!:($ #"$ %#$!:(,$ .,:($ 0$/,$! D)45* )NF* )N1G
$$,:(#2
BC "$..$ 9 $! , .$#/#$ A$,# 7,$.$ "!:(.8$ % $.,!,$%$ !30#($#,
!:($ C(.% D)NNS)E4G2 9$!" ,$ , B..$  $ $%#.#"$ % $ !30#($#,!:($
C(.% /,!:($ 7$!:(,$ $$ "$ $, %  $!$.9$ "$!"#$ $,$ .,$$ "$
-$##$ D)NNG* /,!:($ 7$!:(,$ $$ !"#"0$  $!!$.9$ .$$#! DR* )NQ* )E6G* 9$ %:(
/,!:($ %#$!:(,$ .,:($ .$$#$ D)NE*)NRG % %:( ,# ".$-C.$ D)E5*)EFG $<0$,
$#$.. :($,$!$2 BC #($"$#,!:($ "!:(.8$ % 9( .%$ C9$  ,$!$! ($
!,$($ D)E)* )E4G2
Kapitel 5
	  	
+
!

+
!

 %" :% :,%# , $* " $!# , $
$ /$,  !!$.9$ #%* !" ,!# $! ,:(#  !!$.9$2
$$/  $.0(", 1* 5
%!!0%-#  $ :(".$ $ ,!-%!!," !,  ,$ $<0$,$#$..$ :(,$,-$,#$*
 ,$ 9$,  $ % /%!# !-C(.% $,$! $,$ $!,%,!#.. %#$#$2 /% ,!#
$,#$9 C(.% D1* NG "#$ ,2 B..!  !,:( ,:(# , 9,:-$,,#
9$I $#* !, $,#$$ :(,##$ "#$ ,* % % /%!# !-C(.% /% $$,:($ DEG2 ,$!
  ! %!0C.,:($ "/$0#  $ "8$7$!,"  $! (,$ 7"$!#$..#$ <0$,$#! D1G2
%%  $ :(,$,-$,#$  $ $,#$9 C(.% 7" $!,%,!#..$
$!:(,$ $! "00"#%*  ,$ , :(".$ $ 7"$!#$..#$ "#$,.$  $ 9$, $ "$!"#$
$!,% %  ,% /% 7$$,$2
$!,% ,!# %% !$,$ ,#$$ $,$,7$%!#%-#% $, , $.$  , # C
$, =%#$9,#2  ,% ,!# %% !$,$! !:(.$ C(.C9$! $, , $.$  , #
C  ,$  ,$-#$ $,#$9 -C(.%2 ! $!,% !"..  9$, !30#($#,!:(* , %!$$
B..  %:(  ,$ "%."9$:(!$.,-%* 7"  ,% $-C(.# $ $2
,$!$! 0,#$.  ,!-%#,$# ,:(#,$ ,$!:(#$ % M$-#$*  ,$ , A%!$( ,#
 $ 0$,:($% % C(.% /$,$ "$!"#$ , $,$ B..$ %#$#$2 ,$! !, %#$
 $$  ,$ 7$8 $#$ :(,%!$H%$/$* 	$,/ % C(.#$ , $.$,:( /%
AI
23 (:  +
+
,
+
,
 $ B.. $,$ (""$$ "$-$##$2
A%$!# $ $ :(,%!$H%$/$ 7" "$-,!#..$ 9$!#,#*  ,$ , $,$ .,$
$ "$..$ %#$#$* ..!   ,  ,$ "9$ $!0":($  /$, "$!"#$
%#$!:(,$ .,:($ !!$* ,$ /2;2 $!,% %  ,%,"$ $$ (8.#2 ,$!
,!# ,!9$!" $$ C  ,$ , 0,#$. F2N 9$( $.#$ !30#($#,!:($ $,#$9 -C(.%
7" $!,%  %:(  ,% , 
+

+
=%#$:"0%#$ ,:(#,*    ,$ $#/"$$
$,$ 0" C(./3-.%! 0"0"#,". /% ωz* .!" $ $  $ <,.$ :(,%!$H%$/
 $! ,!#..! ,!#2
, 
&		     
 
 *


"  $ ;$( .%  $ :(,%!$H%$/$ !".:($ "$-,!#..$* C!!$ ":(  ,$
.$,:($,:(#!0"!,#,"$  $ "$ , ,!#.. $#.  $ B..$:(!$ 9$$:($# $ $*
  %  ,$!$ %-#$ ($%  ,$ #,:-.%  $ 0"#$#,$..$ $,$   $! "$-,!#..!
9,! /% (",!:($ 8($% !###I $#2 ! "#$#,. V (#  9$, , 5 ,$!,"$
C $,:( ,",!,$#$ "$ ".$ $! %!!$($@
V =
N∑
i=1
mi
2
[
ω2xxi (t)
2 + ω2yyi (t)
2
]
+
1
2
N∑
i=1
a0zi (t)
2 +
N∑
i,j=1
j>i
e2
4π0
1
| xi (t)− xj (t) | , &12)+
"9$, ωx % ωy  ,$  ,.$ 8-%.$H%$/$ &7.2 .2 &424N+ % .2 &4256++ % ωz
 ,$ <,.$ :(,%!$H%$/ ,!#*  ,$ 7" $.$-#"!##,!:($ ,!:(.%? ($C(# &7.2 .2
&424R++2 ",# 9$!:($,9#  ,$ $!#$ %$ %  $ $:(#$ $,#$  ! (",!:($ B..$0"
#$#,. ,  ,.$ ,:(#%*  ,$ /$,#$  ! B..$0"#$#,. , <,.$ ,:(#%2 ,$  ,##$
%$ 9$!:($,9#  ,$ "%."99!#"?%  $ $,/$.$ "$ %#$$, $2 ,$  ,.$
8-%.$H%$/$ %  ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ !, 7" ,($ # ($ 7"..-"$
%#$!:(,$ .,:(2 9$!$($  7"*  ?  $ 0(3!,-.,!:($ !0% 7>.., %#$!:(,$ .,:( ,!#
 8($  ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ !##,!:( ,!#* :(#  ,$ $I,#,"  $ 8-%.$
H%$/ % , A$,#,##$. % A$,#!-.$ .8$ .!  $ $," $  $ B..$#,$9!$H%$/
(:	: 61      4 2	
$,$ ,  !, %:(  ,$ !!$9(8,-$,#$ 7$!:(,$ $2 ;$,  $ <,.$ :(,%!
$H%$/ (8#  ! " %-# 7" !!$ %  $ =% #  $ :(,%!$H%$/
miω
2
z = a0 &124+
,:(# 7"  $ !!$ 9 &7.2 .2 &424R++ % ,!# .$,:(  $ "!##$ a0* "(,$$  !
$#!0$:($ $ " %-# 9$,  $  ,.$ "0"$#$ !$( "(. !!$9(8, ,!# &7.2
.2 &4244++
miω
2
sec
a=0=
e2 U2RF
2 Ω2 r40
· 1
mi
&125+
",# ,.#@
ωsec ∝ 1
mi
&12F+
ωz ∝
√
1
mi
&121+
%!  $ .$,:($,:(#!9$ ,%$
[
∂V
∂xi
]
xi=x
(0)
i
= 0 &12N+
".$  %:( >!$  $! .$,:(%!!3!#$! &12N+  ,$ .$,:($,:(#!0"!,#,"$ x
(0)
i 2
 7" $,$ .,$$ $##$ %!$$ , &ωradial  ωaxial+* -   ,$ .$,:($
,:(#!0"!,#,"$ ,  ,.$ ,:(#% .$,:( %.. !$#/$@
x
(0)
i = y
(0)
i = 0 &12E+
! "9.$ (# !,:( % %  ,$ <,.$ ,:(#%*  2(2 % $,$ ,$!," $ %/,$#2 B..!
 % $,$ -.$.8$   %:(
3 :=
e2
4π0miω2axial
=
e2
4π0a0
&12R+
%  ,$  ,$!,"!."!$ .$,:($,:(#!0"!,#,"$ ui :=
z
(0)
i
  $I,$#* - .2 &12N+ ".
$ $?$ .! 3!#$  $-"00$.#$ .$9,!:($ .$,:(%$ $!:(,$9$ $ $@
ui −
i−1∑
j=1
1
(ui − uj)2
+
N∑
j=i+1
1
(ui − uj)2
= 0 (i = 1, 2, . . . N) . &12Q+
BC N = 2 % N = 3 ->$  ,$!$ .$,:(%$ .3#,!:( $.>!# $ $ @
N = 2 : u1 = −
(
1
2
) 2
3 u2 =
(
1
2
) 2
3
&12)6+
N = 3 : u1 = −
(
5
4
) 1
3 u2 = 0 u3 =
(
5
4
) 1
3
&12))+
2 (:  +
+
,
+
,
1 )	
	 		"  ui
 J
 $J@0J J@0J
0 $JAA J JAA
; $;0A $J;>; J;>; ;0A
> $A;0 $JD J JD A;0
@ $J $0@ $J0AJ J0AJ 0@ J
A $>; $;0 $J@DA J J@DA ;0 >;
D $;A@ $@@ $JI@A $J0D J0D JI@A @@ ;A@
		 > $,   1− 8"!
BC >?$$ $#$ 7"  , $! "#$ ,* !,$ %$,!:( /% .>!$ DRF*))1G2 ,$ >!%$
C /$, 9,! :(# "$ !, , 9$..$ 12) %$C(#2
	,$9$, !$, ":( $$-#*  ?  ,$ <,.$ .$,:($,:(#!0"!,#,"$ ,:(# 7"  $ !!$
< 
 =
< 
 +
< 
 >
< 
 
< 
 
< 
 
< 
 
< 
 
 > "
  2   "
,   
 ?   "!
 $ "$ 9(8$* !" $ .$ ,.,:( 7"  $  % 9/2 $.$-#"!##,!:($ 9!#"?%2
9$..$ 12) ,.# .!" C 9$.,$9,$ $,!:(#$ "$-,!#..$ $,:( ,",!,$#$ "$ ,
$,$ .,$$ B..$2 ,$! ,!#  $!(.9  $ B..*    ! <,.$ "#$#,. % 7"  $   ,$
(:: 8  1 2
.$-#" $ $.$#$ 0% 9(8#2
, 0
 $&
,$ ;$( .%  $! "9.$! $".# ,  $ !"$#$ (",!:($ 8($%  $! "%
."90"#$#,.!* $.:($ C -.$,$ :(,%$  $! ,!#..!*  2(2 ,!9$!" $$ C $0$
#%$ ,$ !,$ 9$, "00.$-C(.% $$,:(# $ $ C.#, ,!#2 ! "9.$ ,!# 8H%,7.$#
/% "9.$  $ -.$,$ :(,%$* ,$ $! , L$ $ 8$7".$!% C9$ #($"$#,
!:($ $:(,- 9$( $.# , 2 ! 9$!#$(#  ,*  ,$ ,$$#$ Ω2α &% !",# %:(  ,$
:(,%!$H%$/  $ "$ Ωα+ % ,$7$-#"$ bα /% ".$ $ 7$..$$,$#$
,$$#.$,:(% /% I $2
K · bα = Ω2αM · bα ,# bα = 0, α ∈ {1, 2, . . . , 3N} , &12)4+
"9$,
M =  , (mi) =


m1 0 0 0 0
0 m2 0 0 0
0 0
2
2
2 0 0
0 0 0 mi 0
0 0 0 0
2
2
2


&12)5+
 ,$ !!$#,< ,!#* 9$,  $ mi  ,$ !!$  $! "!   $ "!,#," xi %  $,$ #,<
9$!#$($ %!  $ /$,#$ 9.$,#%$  $ 0"#$#,$..$ $,$ V ,!#2
K =
(
∂2V
∂xi∂xj
)
=


∂2V
∂x21
∂2V
∂x1∂x2
∂2V
∂x1∂x3
. . .
∂2V
∂x2∂x1
∂2V
∂x22
∂2V
∂x2∂x3
. . .
∂2V
∂x3∂x1
∂2V
∂x3∂x2
∂2V
∂x23
. . .
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2


&12)F+
$  $< α - 5 $#$ $($*   $, "$-,!#.. , 5 ,$!,"$ 5 ,$
!:(,%$ ,#  $ B$H%$/$ Ωα %!C($ -2 ,$ ,$$#$ Ω2α !, $$..* ..!
 ($,#$!:( ,!#2 , !,$  C9$ (,%! ..$ >?$ .! %..* ..! .!"
Ω2α > 0 ∀α &12)1+
2' (:  +
+
,
+
,
,.#* ,!# $,$ !#9,.$ 0$,:($%  $ "$ $$9$2
* +
(	  

 

;$!:(8-#  !,:( % $,$ ,$!," .8%# α % ":( 7" ) 9,! 2   ,$ "$
9$, "00.$#$0$#% % ":( -.$,$ :(,%$ % ,($ .$,:($,:(#!0"!,#,"$
%!C($* -  ,$ "$0"!,#," $#.  $ B..$:(!$ $!:(,$9$ $ $ .! zi (t) =
z
(0)
i + qi (t)2 B..!  !!$$,:(#$#$ "" ,#$  %:( q
′
i =
√
miqi $,C(#* - .2
&12)4+ %$!:(,$9$ $ $ /%@
K
′b
′
α = Ω
2
α
b
′
α C α ∈ {1, 2, . . . , N} , &12)N+
"9$,  ,$ #,<$.$$#$ 7" K
′
% $$9$ !,  %:(
V
′
ij =
1√
mimj
Vij &12)E+
% 
b
′
α  ,$ $%$ ,$7$-#"$  $! #!",$#$ "9.$! !, 2
  ,$!$ B" 9$!:($,9#  $, 3!#$ 7"  ,:(#$-"00$.#$ (",!:($ !/,..#"
$ ,# B$H%$/$ Ωα2 :( =%#,!,$%  $ (",!:($ !/,..#"$ % C:-#!
"#," /%  $ %!0C.,:($ "" ,#$* ->$  ,$ %!0C.,:($ "" ,#$ %
,  $ H%#,!,$#$ B" $!:(,$9$ $ $ .!@
qi =
1
mi
(
b
′
αi
)−1 √ 
2Ωα
(
aα + aα
)
&12)R+
* +
(	  

 

.! $,:(!#$ B.. , /%$!# $, $, ,$!,".$ .,$$ 4"$,!#.. 9$( $.#*
 $ $#.  $ /:(!$ $" $# !$, !"..2 ,$ !!$  $ "$ !$,$ m1 % m22
  ,:(##,7,.$ ,$7$-#"$ /% .2 &12)4+ !%:(#* % $ C  ,$!$ B..  ,$ .$,:(%
, $,$ $#$,#$9$/,$(% ".$ $ # %$"#@
det
(
K − Ω2 ·M) = 0 &12)Q+
(:: 8  1 2(
1 ' ( ?  ! 2   # $    0 / 
& $        0 / 
                    	  ! "  G46 $  %    
!  / "     1 ' ( ?  ! 2   # $    0 / 
@ 3 0 ' # "   @   0 / 

! 0 ' # "  
! -

 A 
  "  

 $ !  $ ' (

 A 
!  / "  
 >  
 
B /;
  
"-  "  3 m1 = m2!
,$ .$$#$  $ #,< .%#$ C  ,$!$ B..@
Vij =
∂2
∂zi∂zj
V (z1, . . . , zN ) |{z(0)i =ui}
=



e2
4π0
· 1
3
(1 + 2
∑N
k=1,k =i
1
|ui−uk|3 ) C i = j
− e24π0 · 13 2|ui−uj |3 C i = j
&1246+
,$! ,!# C  $ B.. N = 2 $,$ .$9,!:($ .$,:(% /$,#$  $! , Ω2*  $$ /$,
>!%$ .$,:(# $<0.,/,# $$9$ $ $ ->$@
Ω2COM (m1,m2) = a0
(
1
µ (m1,m2)
−
√
1
m21
+
1
m22
− 1
m1m2
)
&124)+
Ω2stretch (m1,m2) = a0
(
1
µ (m1,m2)
+
√
1
m21
+
1
m22
− 1
m1m2
)
, &1244+
"9$, a0 = m1ω21 = m2ω
2
2 $,$ "!##$* ω1/2  ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ $,$! $,
/$.$ "!  $ !!$ m1/2 % µ (m1,m2) =
(
1
m1
+ 1m2
)−1
 ,$ $ %/,$#$ !!$ 9$, $
"$ ,!#2
2* (:  +
+
,
+
,
,$ ,$7$-#"$  $ :($0%-#!$,$!:(,% %  $ #%!" $ .%#$@
bCOM = NCOM

1− m2
m1
+
√
1 +
(
m2
m1
)
+
(
m2
m1
)2
, 1


&1245+
bstretch = Nstretch

1− m2
m1
−
√
1 +
(
m2
m1
)
+
(
m2
m1
)2
, 1

 , &124F+
,#  $ ",$%!-#"$ NCOM % Nstretch2
,$  ,/$!  % !#$#:( !#$($ C  ,$ 4 7$!:(,$ $$ :(,%!" $*  ,$ 9$, $,
$ 4"$,!#.. <,. $<,!#,$$ ->$2  9$/$,:($#  ,$ ]$#$"!!] 9/2
:($0%-#!" $* 9$,  $ ..$ "$ .$,:(0(!, "!/,..,$$* !"  ?  $ :($0%-#
,  $ B..$ (, % ($ !:(,#2 B..!  ,$ "$ .$,:($ !!$ (9$* !,  ,$ 0.,
#% $  $ :(,%$ , $#,!:(* 9$, %#$!:(,$ .,:($ !!$ ,  ,$ 0.,#% $  $!
!:($$$ "! ,$ -.$,$* !"  ? !:(.,$?.,:( % ":(  ! .$,:(#$$ !:(,#2 ]#$#:(]
9$/$,:($#  ,$ 8:(!#(>($$ ,$" $* 9$,  $  ,$ "$ 9$, .$,:($ !!$ %?$ (
!$ !:(,$* 9/2 , ..$$,$ B.. 7"  "$ ,  $ B..$ $,$ 0.,#% $ 9$!,#/$*
 ,$ 0"0"#,". /% 9!# 7" !0% !, &!,$($ 9$..$ 124+2 $!(.9 ,  ,$!$
" $ ,  $%#!:(!0:(,$ % %:( 9,!$,.$ #%!" $ " $ #$:-!:(,%
$#2
 992 125 !,  ,$ :(,%!$H%$/$ , 9(8,-$,# 7" !!$7$(8.#,! m2/m1
 $!#$..#2 ,$ :(,%!$H%$/$ !, %  ,$ " $ 7" $!,% ωMgCOM =
ωz = 2π · 560 -	/ &.2 &424R++ ",$#2
#$$!!#$$,!$ 9.$,9#  ,$ B$H%$/  $ #%!" $ !$.9!# 9$, 9$.,$9, 7,$.$ "$ ,
 $ B..$ !#$#!
√
3. !" "? ,$  ,$L$,$  $ " $* 7"%!$!$#/# $! 9$I $# !,:(
% $,$ "$!"#$ ,  $ B..$ %  ,$ (",!:($ 8($% - $ # $ $2
BC m2 −→ 0 7$(8.# !,:(  ,$ B$H%$/  $ #%!" $ ,$ 1√m2 *   (%0#!8:(.,:(
 ! .$,:(#$ " &m2+ !:(,#2 ,$ B$H%$/  $ " $ !#$,#  $$ % .$,:(# 2
! ,9# ,$ $% !" 7,$.$ " $*  $$ B$H%$/$ $,
1√
m2
$(.#$ /$,$ ,$ $!
.$,:(#$ "$ , ,!#.. ,9#2 ;$, m2  m1 $(#  ,$ B$H%$/  $ #%!" $ $$√
2 a0
m1
=
√
2 ωz*  ,$ B$H%$/  $ " $ $(# $$
√
3
2
a0
m2
*   ,  ,$!$ B..  ,$
!!$  $! !:($$$ "!  ,$ ,$$H%$/ 9$!#,#2 &!,$($ %:( 0,#$. 1242F2)+2
(:: 8  1 2-
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
5
6
7
2-Ionenkristall aus Mg+/Mg+ 
2-Ionenkristall
Mg-Ion mit Masse m
1
2. Ion massenabhngig m
2
2 Ionenkristall aus In+/Mg+ 
 Stretchmode
 COM-Mode
S
ch
w
in
gu
ng
sf
re
qu
en
z/
ω
C
O
M
M
g
m
2
/m
1
 >0 31,  $
;
   
"-!
* +
(	   


! % $ (,$9$,  ! "#$#,. C  ,$ <,.$ (z) % /$,  ,.$ (x, y) "0"$#$
9$C:-!,:(#,#2 $ $#!0$:($ $ "%."9#$  $ 0"#$#,$..$ $,$ % $ , $,$
N ,$!,".$ 3."$#,:-.%  $ ,9.$ x1, x2, y1, y2, z1 % z2 %  ,$ .$,:($
,:(#!0"!,#,"$
{
x01, x
0
2, y1, y2, z
0
1 , z
0
2
}
= {0, 0, 0, 0, u1 , u2}  9,! /% 42 % $#,:-$.#2
	,$9$, % $ $,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ 7" ωz/2π = 560 -	/ % $,$  ,.$ 8
-%.$H%$/$ 7" ωx/2π = ωy/2π = 5, 12 	/ 9$,  $ !!$ 7" $!,% /%% $
$.$#2 992 12F /$,# $,$ %$,!:($ %!$#%  $ ,$$H%$/$2 BC a = 0 !, 
 ,$  ,.$ ,$$H%$/$ /$,:( $##$#* !"  ? $! F 7$!:(,$ $$ :(,%!$
H%$/$ ,9#2  B..$ .$,:($ !!$  $ "$ !,  ,$! 9$,  $ <,.$ B$H%$/$  ,$
 %  ,$ #%!" $ & ,$ 9$, $ %#$!#$+ ,$ , $, ,$!,".$ B..T 9$,  $
 ,.$ B$H%$/$ !,  ,$!  ,$ 9$, $ (,$ $##$#$  ,.$ &< % 3+ " $
22 (:  +
+
,
+
,
0 1 2 3 4 5
0
2
4
6
8
10
12
2 Ionen in 3-dim-Potential einer linearen Falle
ω
x
 = ω
y
 (a = 0)
 radiale "COM"-Moden
 "Rocking"-Moden
 axiale Stretchmode
 axiale COM-Mode
S
ch
w
in
gu
ng
sf
re
qu
en
z 
in
 M
H
z
m
2
/m
1
0,98 0,99 1,00 1,01 1,02
5,06
5,08
5,10
5,12
5,14
5,16
 >; 31,  $
;
   7
 "-    /! 0 
 ωz/2π = 560
,4 
 ωx/2π = ωy/2π = 5, 12 34   3  3
 


! *
 ,   2 3 
 (
3   (!
N!7!    /;
 ,    33 
 
 >,3 A (! N!)! #  3 E  
 =
, m1 = m2 A BH (
)8 +   -


!   >,3    m2 > (<) m1 
  3
m1 (m2)!   3     $
,
 
!
%  ,$ 9$, $ $9$..! $##$#$ !"$#$ </ % 3/":-,

B$H%$/$2
;$,  $ <,.$ :(,%$ (#  ,$ #%!" $* 9$,  $  ,$ "$ $$0(!, !:(,
$* $,$ %
√
3 (>($$ B$H%$/ .!  ,$ % !:(,%2 ;$,  $  ,.$ ,!#  ,$ B$
H%$/9(8,-$,# L$ ":( %$-$(#2 	,$ 9$!,#/$  ,$ ":-," $* 9$,  $  ,$ "$
$9$..! $$0(!, !:(,$* ,$ ,$$ B$H%$/$ .!  ,$ " $* $.:($ C

.  , 	 H=CI (    #,   	
$
(:: 8  1 2
m1 = m2  %:( ".$ $ %! C:-$
ωxzrocking =
√
ω2x − ω2z &1241+
ωyzrocking =
√
ω2y − ω2z &124N+
$$9$ !, D1EG2 ,$! - %:(  %:( ".$ $! %$# 0.%!,9$. $:(# $ $@
;$,  $  ,.$ :(,% (9$  ,$ "$ $,$ /$,#.,:( -"!##$ 9!# 
7"$, $2 $.,:($  ,# (#  ,$ ":-," $ $,$ , ,##$. >?$$ 9!# *
   ,$ "$ %?$ (!$ !:(,$ &!,$($ 992 124+2 BC  ,$ ":-," $ ,!# .!"  ,$
"%."99!#"?% , ,##$. $,$* ! $,$ $,$$ ]B$ $-"!##$] % !",# $,$
-.$,$$ :(,%!$H%$/ 9$ $%#$#2 ,$! -"#$ %:( ,  $ %$,!:($ ;$$:(%
9$!#8#,# $ $ &!,$($ 992 12F+2
! $(.#$  $ 9$, $  ,.$ " $ ,!# ".$ $?$2 ,$ B$H%$/  $  ,.$
" $ .,$# ,$ "9$(.9  $L$,$  $ ":-," $2 ;$, m1 = m2 9$C($
!,:(  ,$ 9$, $ %7$ !#* L$ ":( , $,$ $%/% 7$,$ $ &!,$($ $>?$%+2 
$/.. m2  m1 !:(,# 9$,  $ " $ %  ! !:($$$ " &m2+* "(,$$
9$,  $ ]":-,]" $ %  ! .$,:(#$$ &m1+ !:(,#2 B..! m2  m1 ,.#* 7$#%!:($
!,:(  ,$ "..$ 7" m1 % m22 " $$,!$  ,.$ :($0%-#! 9/2 ":-,
" $ -  $,$#.,:( % !0$:($* ..! 9$, $ !!$ %$8( .$,:( "? !, 2
!"!#$ ,!#   $ :(,% L$$,.! % $, " 9$#$,.,#2
*, +
	
 	 N > 2 +

	,$ % $  ,$ ,!#..$  $ ,:(($,# (.9$ % ) ,$!,". 9$( $.#2 ,$ "$
($!$,!$ ,!# $9$!" ,$ 9$$,#! "9$  $.$# % $2 $ #$!:(,$ 9$!#$(# .$ ,.,:(
 ,*  ?  $ B.. N = 2 ":( .3#,!:( 9$( $.9 * 8($  ,$! C  ,$ B8..$
N = 3 % F / ":( >.,:( 8$* 9$ -$,$ ( .,:($ B"$. $( .,$$ C $2
BC N > 4 $<,!#,$$ $!:(."!!$$ >!%$ ,:(# $(* ! $,$ %$,!:($ ;$( .%
%%8.,:( :(#2
$!(.9 % $ $,$ #($#,!:($ B%-#,"  $! "! #(: $%#/#*  ,$ ,$
$#$ % ,$7$-#"$ /% 7$..$$,$#$ ,$$#0"9.$ .2 &12)4+ 9$$:($#2
,$  ,$-#$ ;$!#,% 7" ,$7$-#"$ ,!# %$,!:( $,:($ .!  ,$ %..!#$..$9$
!#,% 7" ".3"$2
3 (:  +
+
,
+
,
(::':	 
 4  ? 
0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5
6
7
1. und 2. Ion Mg+ (m
1
)
Ion außen massenabhngig (m
3
)
 √(29/5)-Mode
 Atmungsmode
 COM-Mode
S
ch
w
in
gu
ng
sf
re
qu
en
z/
ω
C
O
M
M
g
m
3
/m
1
 >> 31,  $
;
   7
"-
BC  ,$!$ B.. ,9# $! $($$ >.,:(-$,#$ ,$  ,$ 7$!:(,$ $$ "$ $" $#
!$, ->$2 %! $$9$ !,:( %#$!:(,$ .,:($ :(,%!$H%$/$2 ,$! !".. 9$
,:(# , $,/$.$ %#$!%:(# $ $2 ,$.$( $ $ $,,$ ..$$,C.#,$ %!!$
$:(#*  ,$  $,$ ;$,!0,$. 7$ $%#.,:(# $ $2
, #30,!:($ 0(  $ :(,%!$H%$/$ $,$! 5"$,!#..!* 9$,  $  ,$ !!$
 $! 8%?$$ "! &m3+ 7,,$# , * /$,# 992 1212  !,$(# ,$ $*  ? !,:(  ,$ B$H%$/
$,$ " $ 9$, m3 −→ 0 ,$ 1√m3 7$(8.#* 8($ !,:( $,$  $$ 9$, m3 −→ ∞ ,$
1√
m3
7$(8.#2
(:: 8  1 	
(::':  )  4  ? 
  ,$!$ #$-0,#$. , 7$!:(%.,:(#* $.:($ ,$!:(,%$  $! ,!#..!
$.:($ :(,%!$H%$/$ $#!0$:($2 ,$!$ "#," - %!  $ /%  $
     $ &   '  	  ( ! " 
)      	  ( ! " 
G46 $  %                         	  ! "  
* +  , &   $ *  ( ! " 

 A 

 $ !  $ ' (

    A 

 ,
 

 A 
 >@  
  /;
  7"
-    /  3 m1 = m2 = m3!.! 
  N!!
1 	"	
 Ω/ΩCOM 	8	)
 6	'	
 
1√
2
N !  O ("	
 )$#	

√
3 1√
2
N ! $ O $#	
0 
1√
3
N ! !  O ("	
 )$#	
0
√
3 1√
2
N $! J!  O $#	
0
√
29
5
1√
6
N ! $!  O TC 	
$#	
; 
1√
4
N ! ! !  O ("	
 )$#	
;
√
3 N $J@A;! $J0! J0! J@A; O $#	
;
√
29
5
1√
4
N ! $! $!  O #	 0
; 0J> N $J0! J@A;! $J@A;! J0 O #	 ;
		 > 0 
 0, 
   0
 K ·b = Ω2M ·b
,$$#$ /%$(>,$ ,$7$-#"$ $/"$ $ $2 BC  $ /% 9$#:(#$ $ B..
 (:  +
+
,
+
,
N = 3 ,9# $! , B..  3 ".$ $ 5 ,$!:(,%$@  ,$ " $*
 ,$ #$#:( " $ #%!" $ %  ,$ 30#$" $

*  ,$  %:(  ,$ #!:($*  ?
,($ B$H%$/
√
29
5 . !" "? ,$  ,$L$,$  $ % !:(,% ,!#* :(-#$,!,$# ,!#2
;$,  $ " $ !:(,$ ..$ $,.:($ , (!$ ,# .$,:($ 0.,#% $* , B..$
 $ #$#:(" $ 9.$,9#  ! ,##.$$ $,.:($ , %($* 8($  ,$ 8%?$$ $,.:($
$$0(!, !:(,$2 ;$,  $ 30#$" $ !:(,$  ,$ 9$, $ 8%?$$ "$ ,
(!$* 8($  ! ,##.$$ " ,#  "00$.#$ 0.,#% $ $$0(!, /%  $ 9$, $
 $$ "!/,..,$# &!,$($ 992 12N+2
(::': 4 N = 4

 ωCOM/ω
Mg
COM ωstretch/ω
Mg
COM ω
√
29/5
/ωMgCOM ω3,051/ω
Mg
COM
; #$%	 
√
3
√
29
5
0!J>
; %$%	 J;@@ L
√
mMg
mIn
JDJD ; ;0
%$%$#$# J>>I @ @I A>
%$#$%$# J>A@ JI>D I@; >>>
%$#$#$% J>A> JDI I>0 IAJ
#$%$%$# J>A> ;0 I>0 ID
		 >0 $
;
  3
+
"
+
",! .
  <", 
 3
 ! "
  NJPNJ3
+
"
+

3,! # 1  
8 H  $
,;

  3, 
1 
 NQ BH     "
!
!9$!" $$ C  $ 
+

+
=%#$:"0%#$ !,  ,$ :(,%!$H%$/$ 7" "
$-,!#..$ ,# >?$$ "$/(. ,:(#,2 9$..$ 125 .,!#$# C  $ B.. N = 4  ,$
:(,%!$H%$/$ 7$!:(,$ $$ F"$,!#..$ %2 $$  $ >?$$ !!$ 9$
!,#/# $, $,$  ,%-,!#.. $$C9$ $,$ $!,% $,$ %  $ B-#"
√
mMg
mIn

. 0" ,     # %8$ " $%( # 
  6$ 2 3   "  ,  F '% 2F %) 3
#,( ,       6$ #L
(:: 8  1 
$,$ ,#$ :($0%-#!!/,..#,"!$H%$/2 ;$, ,!#..$* $.:($ /% 	8.#$ %! 
$!,% % /% 	8.#$ %!  ,% 9$!#$($* $$9$ !,:( % :2 41\ >?$$ :(,
%!$H%$/$ .! 9$, $,$  ,%2  %:( , 9$, $,#$9 -C(.% $,$! !".:($
,!#..! %  $  ,%C(.9$ $( $,$ $#/"$ % $! $,9# !,:( :(
.2 &F2E+ $,$ -.$,$$ ,##.$$ !/,..#"9$!$#/%!/(. 〈n〉 % !",# $,$ $,$$  
#$0$#% .! , $,$  ,%B..2  $,$ $.$ B..$ $<,!#,$# $,$ 	$,/#$*  ,$ 
L$ $ $,/$.$ " $,#2 ,$  #$0$#% $,9# !,:( %!  $ .$,:(($,# 7" 	$,/
#$ %  $ C(.#$2  %  ,$  ,%,"$  ,$-# $-C(.# $ $*  ,$ $!#$ $##$ $,$
$#! >?$$ :(,%!$H%$/ 9$!,#/#* ,!#  ,$  #$0$#% ,  $!$.9$ >?$
" % /% $#$* !"  ? 7"  $ % /%!# !-C(.% $,$! $,$  ,%-,!#..!
%!$($ DFG* % /%!# !-C(.% $.,!,$9 $!:($,#2
,$ 9(8,-$,#$  $ :(,%!$H%$/$ 7"  $ 7$!:(,$ $$ "$" %
$ ,!# 9$,  $ 7$!:(,$ $$ :(,%!" $ %#$!:(,$ .,:( !#- %!$08#2 992
12E 7$ $%#.,:(#  ,$! !:(%.,:(2 ! !,  "#  ,$ :(,%!$H%$/$  $ 7,$ :(,
%!" $ .! B%-#,"  $! !!$7$(8.#,!!$!  $ "$!"#$ %$#$2 ,$ ;8 $
$9$  ,$ ,#,"!9$,#$  $ !/,..#,"!$H%$/$ 9$, 7$!:(,$ $$ " %$  $
"$ ,$ $2
,$!$ ,#,"!9$,#$ % ,!9$!" $$  $ 9!#  $ ;8 $ ,!# C =%#$##$
,#  $ ($#$"$$ ,!#.. ,:(#,2 BC $,$ /%7$.8!!,$ B%-#,"!$,!$ $,$! !".:($
##$! ,!# $!  9$, ,:(#,*  ?  ,$ B$H%$/$  $ 7$!:(,$ $$ " $ %# 7"$,
 $ $#$# !, 2  $..! - $,$ 7"  $ $,$ :(,%!" $ ,  ,$  $$
#!0"#,$# $ $* ..! $,$ "00.%!>.,:(-$,# $$9$ ,!#* ,$ /2;2 -%9,!:($ ,:(#
.,$,#8#$ , B..$0"#$#,.2 ,$!$ "00.% - /% $,$ $.%!# 7" "(8$/ 9$,
=%#$.",-"0$#,"$ C($2 $!$,#$$ %?* ..! $,$ $,#$$ :(,%!" $ /%
(   $ =%#$.",-" $ .,$#* $7$#%$..  ,$ $!:(, ,-$,#  $! =%#$##$ $
 %/,$# $ $* % %$C!:(#$ $%$  $$ :(,%!" $ /% 7$$, $2
' (:  +
+
,
+
,
0,01 0,1 1 10 100
1
10
Massenverhltnis µ=M/m
115In/25Mg
 
 
E
ig
e
n
fr
e
q
u
e
n
z
 >A $
;
   4"-
 
  "  3 m 
  "  3 M = µ · m 
/
,  31 µ! # 1   . 
+ $
     
 "

! # 31  4, 6  115"+253+",  

 , $ !
,! 2	
!:($ C  ,$ 	$,/% 7" 9$!#,#$ :(,%!" $  $! "$-,!#..! ->$
%$$.8?, 7,,$$ $ $.$-#,!:($ B$. $ !$,* ,$ /2;2 W%-#%,$$ $ "#-#0"#$#,.$
%  $ .$-#" $"9$W8:($2 ,$  ,$!$ 	$,/%  ,$ %#$!:(,$ .,:($ :(,%!"
 $  $! "$-,!#..! 9$$,W%?# , , :(".$ $ %#$!%:(#2   $ "$-,!#..
!$( 7,$. -.$,$ ,!# .!  $ 9!#  $! "$-,!#..! /%  $ .$-#" $* -   !
#>$. .! (""$ C9$  ,$ 8$  $! ,!#..! $($2 ,$! C(#  /%*  ? .$ ,
.,:(  ,$ :($0%-#!9$$%  $ "$-$##$ $($,/# $ $ -2 BC $,$ (""$$
"$-,!#.. ,!#  ,$!  ,$ ,$ ,!#$ !/,..#,"!" $* ..$  $$ (>($$ :(,%!
" $ !, "#("". /%  ,$!$ :(,% % $($ -$,$.$, 	$,/%2 ;$, $,$
($#$"$$ "$-$##$ (8# $! L$ ":(  7" 9* ,$  ,$ $##$ /%!$$!$#/# ,!#*  2(2
(:: & (
, $.:($ $,($".$  ,$ "$ $" $# !, * % $.:($ !/,..#,"!" $  9$
#:(#$#2 ;$, !".:( $,$ ,!#.. ,!#  ,$ ,$ ,!#$ :(,%!" $ ,:(# %9$ ,# $(
$,$ $,$ :($0%-#!!:(,% %  ,$ (>($$ :(,%!" $ !, , ..$$,
$ ,:(# "#("". /% :($0%-#!" $* !"  ?  ,$!$ %:( 	$,/% $($ ->$2
,$ 	$,/#$ n˙α C  ,$ 7$!:(,$ $$ :(,%!" $ α ,!# $$9$  %:( D)E4G@
n˙α
n˙COM
=
ΩCOM
NΩα


N∑
j=1
β
′α
j√
mi


2
&124E+
,$ ,!# (,$ ",$# %  ,$ :($0%-#!" $ $,$ (""$$ "$-$##$ ,# "$
0,1 1 10
10-2
10-1
1
1 10
Eigenmoden
     1
     2
     3
     4
 
N
or
m
ie
rt
e 
H
ei
zr
at
e
m M
 
 
Massenverhltnis µ=M/m
 >D  4   $

  ",  /
,  31 µ! #

  8 H  -    $
  
µ = 1   & !  
 "
  
   ! # 31  4, 6  115"+253+
",  
  , $ ,!
 $ !!$ m2 99,. % 12R /$,#  ,$ 	$,/#$ C /$, %#$!:(,$ .,:($ "I%#,"$
* (:  +
+
,
+
,
$,$! F"$-,!#..! ,# L$$,.! 4 "$  $ !!$  % 4  $$ "$  $ !!$
2 ,$ 	$,/#$ !, .! B%-#,"  $! !!$7$(8.#,!!$! µ P U  $!#$..#2 ,$
:(,!%!" $ !, $#!0$:($  $ >?$ ,($ :(,%!$H%$/ 9$, µ P )
$" $#2 ,$ $:(#$ $,#$ 7" 992 12R /$,#*  ? 9$, !3$#,!:($ " %  $
!!$ , ,!#.. ..$ " $ C ..$ !!$7$(8.#,!!$ %?$ C µ P ) $($,/# $ $2
;$, µ P ) , ,$ "9$ $.8%#$# %  ,$ :($0%-#!:(,%*  2(2 ,$" $
) $($,/#2 ;$,  $ !3$#,!:($ " % %  $ .,-$ $,#$ $ $ L$ ":( %
,$" $ ) % 5 $($,/#2 ,$" $ 4*  2(2  ,$ #%!" $* % F $($ 9$,
..$ !!$7$(8.#,!!$ -$,$ 	$,/%2   ,$!$ B.. 7$!:(, $#  ,$ %$ %! .2
&124E+2
BC  ,$ $.,!,$% $,$! =%#$##$! C $  .!"  ,$ !3$#,!:($ "$-"I
%#,"$ ,# $,$ !3$#,!:($ :(,%!" $ 8(.$*    (,$ ,  $...
-$,$ 	$,/% $#$#2
," 0
	 + 		 $	+ 

 3 
;$, !30#($#,!:($ $,#$9 -C(.% 7"  ,% #$ %  ,$  ,%,"$ /% C(
.% 9$,2 ,$ 9!".%#$ >?$  $ C(.#$ 9$, $$9$$ !$.$,!#% (8# 7"  $
7$$ $#$ !/,..#,"!" $ %  $ "!,#,"  $  ,%,"$ ,$(.9  $! "$-,
!#..! 92 B..!  ,$  ,%,"$ ,:(#   $ /% -C(.$ $ ,$!:(,% #$,.$($*
, -$,$ C(.% >.,:( !$,* ,$ /2;2 9$, $,$ 5"$-,!#.. 9$!#$($ %! 4 
$!,%,"$ % $,$ ,  $ ,##$ !,#/$ $  ,%," ,  $ #%!" $2 B..!  !
 ,%," L$ ":( %?$ !,#/#* ->$ ..$ :(,%!" $ $-C(.# $ $2 ..$ ,!
, ,  ,$!$ "I%#," %:(  ,$ /$,#$ :(,%!" $ $($,/# &7.2 12R+2 ,$!
-  %:( 	,/%($ $,$! $,#$$  ,%,"! $.>!# $ $2 ! .!!$ !,:(   ..$
F :(,%!" $ -C(.$* % ,  $ !3$#,!:($ " % %  $ .,-$ $,#$
7" 992 12R $($  ,$ :(,%!" $ 4 % F -$,$ 	$,/%2 %!  ,$!$ C $
,!#  ,$!$ F"$-,!#.. C  ,$ $.,!,$% $,$! 4;,#=%#$##$! 08 $!#,,$#2
A% ".$ ;$( .%  $! "9.$!  $I,$#   $ 9,:-$$#$ ηαj C
(:': 8) % 9  %) /  -
 ,$ " $ α % " j2
ηαj = k(β
′α
j )
−1
√

2ωα
&124R+
$ 9,:-$$#$ ηαj 9$!:($,9#* ,$ !#-  ,$ %!.$-% 7" " j   ,$
" $ α -"00$.#2 , $.#,7$! ? C  ,$ C(.#$  $ " $ α $,9# !,:( 9$, $$9$$
!$.$,!#% D)E)G  %:(  ,$ %$  $ H% ,$#$ 9,:-$$#$ ..$ "$@
Wα =
∑
j
| ηαj |2 . &124Q+
9$, ,!# L$ ":( 7"%!$!$#/#*  ? !,:(  ,$ "$ , 9,:-$,,# 9$I $*  ? .!"
,.#@
max
α,j∈{1,2,...,N}
{| ηαj |2 nα
} 1 &1256+
 99,. % 12Q !,$(#   ,$ ",$#$ C(.#$  $ 7,$ :(,%!" $ C /$,
>.,:($ "$-"I%#,"$* 9$,  $$  ,$ 	$,/#$ C 4  $ F ,$!:(,%$ 7$
!:(, $#2  $.$,:(  /% !,$(#  , 992 12Q:+  ,$ C(.#$ C $,$ (""$$
"$-,!#..* 9$,  $  ,$ !!$  $ "$ 7,,$# , 2 ! $ $ (,$9$, % "$ ,#
!!$   ,$-# .!$$-C(.#2  $-$#*  ? , 9$, $ B8..$ C $,$
25

+

115

+

"$-,!#..  ,$ C(.#$  $ /$,#$ :(,%!" $ >?$ ,!# .!  ,$L$,$  $ 7,$#$2
($ ,  ,$!$ .! =%#$9%! $$,$#$ !$, .!  ,$ 7,$#$2
,$ /$,#$ :(,%!" $ , $#! !#8-$ $-C(.#* $ !,:(  ,$
115

+
"$ %?$
9$I $2 %%  $ %#$!:(,$ .,:($ !!$9(8,-$,#  $!  ,.$ %  $! <,.$
0$,:($0"#$#,.! ,!#  ,$!$ " % ,:(# 9$!" $! !#9,.2 $$ ,!#  ,$ " %
,#  $
115

+
"$ ,  $ ,##$ &99,. % 12Q9+ 8%?$!# !#9,.2 ,$ $#! -.$,$$ C(.
#$ - ,$  %:( $,$ ,#$!,7$$ !$ %!$.,:($ $ $2 ,$!$ "I%#,"
(# %?$ $  $ "#$,.*  ?  $ 9!#  $ 9$, $
25

+
"$ <,. ,!#2  %:(
$.$,:(#$# !,:(  ,$ ,/$.,"$!0:($  $
25

+
"$*  ,$ C  ,$ $.,!,$% $,$!
##$! "#$ , ,!#2
A%!$!!$ .8?# !,:( !$*  ?  ,$ " % ,#  $
115

+
"$ ,  $ ,##$
!",$  ,$ $$ %  $ /$,#$ :(,%!" $ .! ;%!=%9,#  ,$ >?#$ "#$,.$
,# !,:( 9,#2
2 (:  +
+
,
+
,
0,1 1 10
0,1
1
1 10 1 10
Eigenmoden
     1
     2
     3
     4
(a)
 
 
N
or
m
ie
rt
e 
K
¸h
lra
te
mM
Massenverhltnis µ=M/m
(b)
 
 (c)
  
 
 >I ) R )  -   $
 
 ",  /
,  31 µ! # 

  
  -    ", )  
$
  µ = 1! .  
 "

    ", )! ,   
  "
 3 M ! # 31  4, 6  115"+253+", 

  , $ ,!
Kapitel 6
" #
$! ,## ".$
$ $,!# 9$$#  ,$ #$,$
$,. $$,! N*E4E
,$!$! 0,#$. 9$!:($,9# !8#.,:($ , <0$,$# 7$$ $#$ %9%#$ 9,! %  ,$
"$..$ !$.9!#2 ,$ ,$!#9..$ % $ 9$$,#! , 0,#$. 5 %!C(.,:( 9$!:(,$9$2
,$ .,$$  -00$..$ % $ , D1G 7"$!#$..#2
. *


	
A% /$%% "?$*  ,.$ 8-%.$H%$/$ 9$>#,#  :( .2 &4244+ ("($ B.
.$#,$9!$H%$/$ , 	/;$$,:( 9$, "?$ B0%!0.,#% $ 7" $,,$
)66 ".#2 ,$! $$,:(#  C9.,:($$,!$ ,# 	,.$ $,$! $!"/#!"#"! &!,$($
992 N2)+2 /% $/$%# $, ,.$$#" $,$ ,%!!:(,% & P ))*1 	/+* $.:($
!:(.,$?$ 7" $,$ ;$,#9 B$!#8-$

(":(#!",$# % !:(.,$?$ ,
 $ $!"/!:(,-$,! $,$-"00$.# , 2 ,$ ,-"00.% $".# , %-#,7* , $ 
$,$ $,/$.$ , % &,8-$,!+ %  ,$ 0%.$ , $-% 8!:(,-$,! 9,#2 $

* # &?? J +D 5  9 A#'D 5 FK?	&?? , 	
$L
II
	33 *: . %
7
3 G46
7
 0    +  2 G46
   
  ,  B 8
>  =   G46
: &  : &  : & 
 "  G46 "  $  ! :   1 2        C     : &    
 >  B 8
    B 8 
   > &
      8 
=    &
   G46 
   &        9
: 

    G46 
     9
 +   G46 
     9
  ,  2 G46
=       8
: &   : &   : &  
>  =   G46
: &  : &  : & >
: & + : & = : & ,
6 0 ! /  !   G46         # $ ! 0 /   ( "  $  !   G46         # $ ! 0 /  
 @ # /,,! 3 4  >
 
  $
 
  /  -1   /

URF ! # 
 #(&  #(&  +   1
 
! # 
 /  0,     

 >/=!
$-% 8!:(,-$,! 9$!#$(# %! $,$ 0%.$ % $,$ 0/,#8#*  ,$ , $!$#.,:($
 %:(  ,$ B..$ !$.9!#* 9$ %:(  %:(  ,$ $.$-#,!:($ %:(C(%$ % A%.$,#%$
/% B..$ !",$ #$%-0/,8#$ $$9$ ,!#2 ,$ 0%.$ 9$!#$(# %! 4  ,:-$* 7$!,.
9$#$ %0$ (#*  $ , R , %$ % $,$ $W"-$ ,# %:($!!$ 4R 
$,:-$.# ,!# &sekunda¨r P &6*Q ± 6*)+ µ	+2 30,!:($ $:(!$.!#>$ !, ,  $ >?$

  J    "  %, 2 E &&(= '"3
#   1%  J  *  %  6$"%
 5 " Falle E 2F?? ± &?3 $5
*:	: 4 	3	
" % 7" $,,$ 0$$2 ,$ 0% , $-% 8-$,! $,9# !,:( /%
Usekunda¨r = Uprima¨r ·
√
Lsekunda¨r
Lprima¨r
·Q, &N2)+
"9$, Q = ∆νν  ,$ C#$  $! :(,-$,!$! 9$/$,:($#2 '$ (>($  ,$ C#$  $! :(,
-$,!$!*  2(2 L$ ,$ ,$  ,$ $.%!#$ , :(,-$,! !, *  $!#" $,$ ,!.$,!#%
, 9$>#,#* % $,$ 9$!#,#$ 0%!0.,#% $   $ .$-#" $ /% $$,:($2
30,!:($ $#$  $ C#$ = !, , L$#/,$ %9% $# )46 9$, $,$ B..$$H%$/ 7"
))*1 	/2
;$,  $ .,$$  -00$..$ D1G % $ C  ,$ 4 B.$-#" $ .$ ,.,:( $,$ (!$  $!
BB$. $! 9$>#,#2 ;$,  $ L$#/,$ ,$!#9..$ $ $  (,$$ /$, % π 7$!:("
9$$ (!$ 9$%#/#* !"  ?  ,$ B0%!0.,#% $ /$,$ !,:( $$C9$.,$$ $
.$-#" $ $#$$$!$#/# .$,:( "? !, 2 A% /$%%  ,$!$ /$, (!$ % $  ,$
$-% 8!0%.$ ,  $ ,##$ % !!$ $.$# &!,$($ 992 N2)+* %  ,$  9$, $  $ $#
!#$($ $ 0%!0.,#% $* $.:($ $% ,# $#$$$!$#/#$ (!$ !:(,$* 
$$C9$.,$$ $ .$-#" $  $ B..$ $.$#2  !,:($/%!#$..$*  ?  ,$ 3$#,$
$9$$ /,!:($  $ .$-#" $  $ "#$#,. %.. $#!0,:($* % $  ,$ !!$ $%
,  $ ,##$  $ 0%.$ $.>#$#* !  %:( 9.$,:(  $ ;$#8$ 9$, $ 0.,#% $ :(
 $ .>#$ C9$0C# % $2 ! % $ $,$ $%,-$,# 7" 9$!!$ .! 6*5 "/$# $
$,:(# &!,$($ 992 N24+2 ,$ $%$ ;$!:(.#% - 992 N2) $#"$ $ $2
;$,  $ B-%%/%.$,#%$ ,!# /% 9$:(#$*  ? !,$ $<-#  ,$!$.9$ 8$ 7"  $ B
=%$..$ 9,! /%  $ .$-#" $ %$,!$*   $#,$ 8$%#$!:(,$ $ /% %#$!:(,$ .,
:($ (!$.$  $ 0%$   $ L$$,.,$ .$-#" $ C($ C $2 ,$! C $
,!9$!" $$ 9$, $$C9$.,$$ $ B.$-#" $ /% "?$ ,-"9$$% C($2
$,#$(, - /%!8#/.,:( /% $:(!$.!0%  L$ $ .$-#" $ $,$ %#$!:(,$ .,:($
.$,:(!0% $.$# $ $2 .! "00$.-" $!#"$  ,$$ !0$/,$..$ C  $ 	":(
$H%$/9$$,:( $$,$#$* 7$.%!#$ ,$.!:(,:(#$,-" $!#"$

2 ,$ .$,:(
!0%!H%$..$ $ $  %:( !0$/,$..$ ,$08!!$ 7"  $ B,. $!:(C#/# &!,$($
%#$$ $,. 7" 992 N2)+2 ..$ ;%#$,.$ % $ , $.$,:( /% .#$ %9%  (,
$($ 7$9$!!$#*  ? .$,:(!0%$ 9,! /% )666  $.$# $ $ ->$2 ,$!
$>.,:(# ,!9$!" $$ $,$ ("($* <,.$ :(,%!$H%$/* $.:($ ,$ $% % 
/%!# !-C(.% $.$,:(#$# &!,$($ 0,#$. F+2 ,$ (!$  $ BB..$!0% -

5  G( N( 5D K(; 5
	3 *: . %
 @ (  (
  >/=! 0 , 

,    J87 =  !
, ,$-# C9$ $,$ -0/,#,7$ 0%!#$,.$ 9$,M$ $ $2 ,$!$ ",#"!0
% ,!# C9$  $ ",#"$,:(-#"  ,#  $ 0% URF 7$-C0#@
URF = X · UMon,pp . &N24+
,$ ,:(% ,##$.! !#-"0 $9 $,$ $# 7" 135, 1 ± 0, 5 &!,$($ 992 N25+2 
9$ 8($  $ $!!% ,#  $ !#-"0 ,  $ $.$-#",!:($ :(.#-$,!  $! $
!"/#!"#"! $,$,M$ ,  $ %:( ,,.  !" ,!#  ,# /% $:($*
 ?  ! $(.#$$ $9,! $,$ $,!!$ $%,-$,# 9$!,#/#2 ,$ $%$$ ;$!#,%
 $! ,:(-#"!  ,!# ,# 	,.$ 7" $!!%$  $! #9,.,#8#! ,! &!,$($ 0,#$.
E252F* 992 E2)Q+ %  $  ,.$ :(,%!$H%$/$ &!,$($ 0,#$. E252)* 992 E2)5+
>.,:(2 A% "0#,.$ ,-"00.%  $  %:(  $ ;$,#9 B$!#8-$ $/$%#$
0% ,  ,$ B..$ ,!# 7"  $ ,8!0%.$ $,$ 0$ /0!!% "#$ ,* $.:($
, $9, % ,#  $ $!"/#!"#"$.$-#",- $,$ $!#, $!# 7" 16
Ω 9$!,#/#2 ,$!$ 0$ /0!!% 9$!#$(# %! $,$ 0..$. $!:(.#$#$ %#!0%.$ ,#
*:	: 4 	3
 @0 
  3, S! #
 
  
 
 ,  >/$
   #
 
  
/  (1,  3
 
! # , 
 1  &C&&JN! #    S  &7N! #
,  
  NJ ,Ω8     :

 -2, B 
 
  4  3
 
 -  
8  H , $
,1  3

1! # 3H, 
  
  NJ Ω 
8  H   1  &C&JJJ   ,!
0 
 0
  3H,       
&C&&JN!
F , %$ % $,$  %-#,7,#8# 7" R1*R5 	

!",$ $,$ , $,$ $!:(.#$#$ 
0/,#8# & P 54Q 0B+2  9$,  $ 7$$ $#$ $,!#%$ ".$ ;%#$,.$ :( -C/$!#$
A$,# C9$(,#/$* % $ !0$/,$..$ 7$.%!#$ C  $ 	":($H%$/9$$,:( $$,$#$ ,:
" $!#"$

9$%#/#2 ,$ ,  ,$ B..$ $,$-"00$.#$ $,!#% .,$# #30,!:($$,!$ ,
;$$,:( /,!:($ Q1 % )66 \2

5 ' . 8( #D '?7<F

5 05 9( 1
	3' *: . %
. 4	
 ($  ,$!$ "-#"9$,# % $ $, $%$ -%%$/,0,$#

$#"$* , $.:($
 ! "/$0#  $! 
+

+
=%#$:"0%#$! $.,!,$# $ $ !"..2 ,$ $%$ ;$!:($,
9%  $! $/,0,$#$ $".# , 8:(!#$ 0,#$.2 A%8:(!# ,  ! -%%!3!#$
9$!:(,$9$2
! -%%!3!#$ &!,$($ 992 N2F+ 9$!#$(# %! $,$ %9"".$-%.0%0$
	
,# 7"





>
+
=
,  
 @; $ *
  .,

5! # 

      (! & 

"
  .,

, 7 .,

H1 A") < $
 N  K 
,

 M .,

H1 ? (
 @ .,


 A#) &J (

E/

5 1# 1	#( J@ 
 5 &77F>(  &77?7( '	*
Q < 1 · 10−10mbar l s−1
*:: !9 	3(
$!:(.#$#$ $(!:(,$9$0%0$


* $.:($ %#$(.9  $ -%%-$ $9:(# !, 2
9$(.9  $! -%%$/,0,$#$ 9$I $# !,:( $,$ ,#!%9.,#,""$$##$0%0$

*
$.:($ $!# 9$, ,$ ,$ C:-$ %#$(.9 10−9 9 , ;$#,$9 $"$ , 2 
$,$ ":( 9$!!$$   %:- /% $$,:($ - ,# 	,.$ $,$! :(,$9$7$#,.!

&%-#
F , 992 N2F+  $ %#$$ $,.  $! -%%!3!#$! 9$#$# $ $* !"  ? % ":(
 ,$ "$$##$0%0$  ,$ -%%-$ $7-%,$#2 " - $, $!#! %:- 7"
2 ·10−11 9 $$,:(# $ $2  :(,%!C9$#%$  $ %9"".$-%.0%0$
%  ,$ -%%-$ /% $ %/,$$* % $ /,!:($ :(,$9$7$#,. % $ $,
$..9.

$9:(#2
:( $,$ ;$.C#%  $ -%%00#%* /2;2 9$, $,$ 9%  $ "$..$* , 
 $ -%%$/,0,$# )4 ":($ . 9$, $,$ $0$#% 7" )56  %!$($,/#* 9,!  $
$ %:- % 1 · 10−8 9 $..$ ,!#2  $!# ,  ,$ "$$##$0%0$ (,
/%$!:(.#$# %  ,$ 	$,/% .! ($%#$$!:(.#$#2 A% %!($,/$ ,  $ /$
-%%#"0 ,# .%,,%".,$ #($,!:( ,!".,$#*   ,$ B$!#$W!:($ 	$,/!:($#
#$

$9:(#* !",$ %  $ "0 !$.9!# $, 	$,/9 $,:-$.#2
9$ $,  $.7$#,.

- %M$! 9,! /% $,$  $I,$#$ %:- $,$C..# " $ 9$
%:( 9$.C#$# $ $2
A% !0:($  $ "$ ,# !$!#(.$ % $ /(.$,:($ B$!#$

9$%#/#* $.
:($ !""(. C  ,$  ,%$..$.8$ 456*N  .! %:( C  ,$ $!,%$..$.8$
4R6  #,$W$<9$!:(,:(#$# !, 2   $ ".,!#,"!/%!#  $ !$!#(.$ 7" $#
!:($, $ $ ;$ $%#% C 0$#,"$ ,# "$ ,  $ "$..$ ,!#* ,!# $! %$.8!!.,:(*
0".,!#,"!$(.#$ $ B$!#$ /% 9$%#/$2 8($ 0(,$!#$ /% $,$  $%
 $! ".,!#,"!/%!# $!  $! ,:(#! C($* -  %:( "0($! =%/.!* /2;2 %
0!,.*  $ ".,!#,"!/%!# $(.#$ $ $2 9$ !0$/,$..$ ,:(#,$ , B" 7"
	
*8# 1( # <K&


*8# 1(  . &K 0

1( + K7? O A( # . 2O3

1( 1	B'1	# .
 &?? 5

1#( ,%$   - #$$ .
 &?? 5

.#( 5" .
 7?OK<O&??O&K? 5

 !( . 1 ?(FO=? P	<

5 *$
	3* *: . %
-%0$%#$.#$ 0,.$ $ &	$.,:"W$<

+ $ $  ,$ =%/$!#$ ,#  $ 
$ 7$9% $2 A% .$,:(8?,$ %:-7$#$,.% ,  ! =%/!%9!## /,!:($ /$,
,:(#,$ $,$!0#2 8($  $ ,$$ ,:(#,  $ $,$#.,:($ 9 ,:(#%  ,$#*
7$,##$.#  $ 8%?$$ , 9$, 0$!!$ $,$ .$,:(8?,$ %:-2 %:( .$,:(8
?,$! /,$($  $ B.!:(!:(%9$ - $,$ !0%!, %/,$#$ "00$.9$:(% ,
=%/.! 7$,$ $ $ $ D)E1G2
.! ;$"9:(#%!$!#$ - $, ,  ,$ -%%-$ $!#C.0#$! 0(,$!#$ $,$
!$#/# $ $*   C  ,$ $ ".,!#,"!$(.#% -$,$ "..$ !0,$.#2 BC  ,$ ,/$.
,"$!0$:(% ,!# $! L$ ":( 7">#$* 0".,!#,"!$(.#$ $ B$!#$ /% 7$$ $2
.! *


	
$ $!#$ %9%  $ "$..$* ,-.%!,7$ "$..$(.#$%* #">$ !",$ #">
$(.#$%* .! %:(  ,$ 9$, $ .$-#"$-"$ !#$(# !:(,%!$ 80# %  $
 416 B;" $W!:(  $! -%%$/,0,$#$ &!,$($ 992 N21+2 %  ,$!$ B.!:(
.,$#  $ -%%#"0 &!,$($ 992 N2)R* N2)Q+2 $  ,$ $ $>M$# , * ,  ,$!$
-%%#"0 ,# $,$ B.!:($/% ,  ,$ 	>($ $/"$* !"  ?  $,$ A% /%
B..$%9% 9$-"#2
 ;" $W!:( &992 N2N+ 9$I $ !,:( 7,$ B.!:($ C $.$-#,!:($ %:(C(%$@
 $,  F6 BB.!:($ % $,  N5 BB.!:(2 7" ,!# L$ ":( /2A2 $,  F6
BB.!:( ,:(# , ;$%#/% % - , A%-%# C $,#$$ $ %$ $%#/#
$ $2 ,$ )4 B..$$.$-#" $ $ $ 7" $!"/#!"#" &!,$($ 0,#$. N2)+
-"$ C9$ $,$ )5:( %:(C(%

%  $  N5 BB.!:( ,  ,$ $
$C(#2 ,$ $.$-#,!:($ !:(.C!!$ C  ,$ 9$, $ .$-#"$-"$ %  ,$ 9,! /% F
#">$ $ $  %:( /$,  F6 BB.!:($ ,##$.! /$,$ E:(%:(C(%$
	
,! -%% $C(#2
 ;" $W!:( !, $,#$(, 7,$ -$,!>,$ &%:($!!$  P 4R + %. $ &
P )*R + $,$9$,#$# &,$$ ) +* $.:($ C  $ , ".$ $ 9$!:(,$9$$* !:(,

A( 'QG	. 8$ '
1 F??

$"   1#( 5	0Q .
 K< 5  &<	   -( K1(
&=  / *
	
1# C	   - .
 7? 5( K1( &=  / *
*:: 4 	3-
 @> .,

  # NJ /T! 3 ,
  3
8    . 
 3  
8 
     


8 
   3 ! U
,   # K7 //8 
   & , #
 

    & /,  .,

   !  ,
  # &JJ //8    
,

 

  $  ! " 02    VE

  ,  >    8 
  

,

  
  , 3  !!
$
 
  ! .  7 # <J // A 8 
,)       
! #  
  
 ,
 #
 
  (B  
  (   
 0,, ! # , <J / 
    
  
  , #
 
   0,
, !  D   T  3K 

A & )8 
 
  -, 
 3  
 ,B
  
,  =+,  
 ,B! # 3H  
!
%!$ 80#$ B..$(.#$%!%9% 7"$!$($ !, 2
,$!$ 7,$ %. $  ,$$ .! ;!,! C 7,$ C$* % $.:($ 4 #(.0.##$ $.$# $
	32 *: . %
 @@ # T8  
 ! 3 ,  7 #
<J //8    , #
 
    0,,
 
  (B 
 8   # K7 //8
  , #
 
    /, 8 

  # &JJ //8   
1   
 $

1
8   $ 
 
  
,


 ! # 3H   !
 $2   $ "9$!#$ #(.0.##$ $ $ !""(. #">$* .$-#"$-"$ .! %:(
 ,$ B..$ !$.9!# 9$$!#,#2
'$ $ % 9$!#$(# %! !,$9$ , $#,!:($ )6  ("($ $#..!:($,9$* $.:($  %:(
,#",$ &%:($!!$  P 4R *  P )*1 + 7"$, $ % 7" ;" $W!:(
$#$# $ $ &!,$($ 992 N2E+2  L$ $ $#..!:($,9$ 9$I $ !,:(  /% % 9$, $ $,
#$ , $#,!:($ %. $ ,$ , ;" $W!:(


2 ,$ "9$!#$ $#..!:($,9$ &	>($ )5 +
$,$! L$ $ %$! 9$!,#/# %   $ #$!$,#$ $,$ %. $*   $ 9$!$,#$ 9$!,#/#
!,$ $,$ E*1   ,:-$* 7$#,-.$ ;"(%* , $.:($ $, %#$ !0,#/ /%.%$ $ $, $
!#,# $!$#/# , * $.:($ ,  ,$  C9$ .,$$ $ #(.0.##$ &	>($ 5R + 7" %#$
$,$!:(%9# , 2 ",# -  ,$ 	>($  $! %9%! $0?# $ $* % $7$#%$..$ 


. 1,  1 ", ",   .   E
&(;   * -  ,
*:: 4 	3
.$,:(8?,-$,#$  $! $!#$ %9%! %!/%.$,:($2 ,$ "$..$*  ,$ #">$ % 
 ,$ .$-#"$-"$ !,  $,$ /$,#$ $9$..! 5R  ("($ #(.0.##$ 9$$!#,#*
$.:($ ,$ $%  %:( !$:(! , %. $ .,$$ $ ,#",$ $#$# %  $ $!#$ %#$$
#(.0.##$ !#$(#2 %:(  ,$!$ 9$:(!$. $ ./,$% 7" ,#",$ % #(.#$,.$
, $,$ !$( %#$ :(,%! 80% $$,:(#2
 $7$#%$..$ :(,%!$%$  $! $!#!3!#$! -.$, /% (.#$* !"..#$ $, >
 @A (#*
  T   <  8 

  $  ! *
 .

    
 
  3
  T  . ! #
 


  3 A
 (
 
  

 / ) 
 . ! #  3
 A
  
  , 
 ,)   ! $  
   
8     

  
 ,8      $ 
 ! $
 , + 
 
   4B  8 
 

U1H, 

!
.,:(!# ("($! $!#$,:(# $$,:(# $ $2  $,$ $,:($ $#,% C  ,$ $-
!### /% $>.,:($* % $ C  $ %9% /$, #(.0.##$ $$#,#2 ,$ %#$$
9$!,#/# -$,$ 9$!" $$ B%-#,"2 ,$ "9$$ 9$ %#$ L$ ":( $<#$!,7$ .%!9$,#T
		3 *: . %
,!9$!" $$ 9$ %#$ $! "?$ ".#* ..$ $<0$,$#$..$ " $%$ $C$ /%
#%2 ,$!  0-#,!:( % ,# 	,.$ $,$! 5"!

>.,:(2 ! !"..#$ !"
"(. $, -"0-#$ %9% .! %:( $,$ -"0.,/,$#$ !$!#(.$"$#,$ , $, $!#
-"/$0# $,9$/"$ $ $2 ! % $ % -.$,!#$ % $, #""$(.#$* $.:($
9,! /% 7,$ #">$ (.#$ -* /$, .$-#"$-"$ % $, ,!$(.#$ ,-.%!,7$
99,. %!.,!$ ,#$,$#2
,$ "9$$ #(.0.##$ 9,$#$# ,  $ ,##$  ,$ >.,:(-$,#*  $ 	.#$  $ ,$!#9..$
D E

. 8
< G46
< G46
& G46
& A 8
. 
3

;
3

;
3


*
-
G46  2
D E

 @D (#*
   $8    
 "8  (
 A(4) 
  0,,
 A01 
 02)  ! "   =
 


B,       0, A(/) 

   
 
 . A/) ! (

 
, #
 
H  =   $ 
1 
8  : 
 
  .


 
 ,B!

. F???
*:': + 			
/%!:(%9$ &!,$($ 992 N2R "!,#," B &$%$ B..$++2 ,$ B..$/%.$,#%$ ->$
:( %#$  %:(  ,$ .8.,:($ %!8!% /%  $ , ;" $W!:( 9$I .,:($* $.$-#,
!:($ %:(C(%$ $C(# $ $2 "  "# %! $#! $,#$ , <,:(#% ,!#  $,$
% 18◦ %!  $ $#,-.$ $-,00#$ :(8$  ,$ >.,:(-$,# $$9$*  $ B	.#$  $
.#$  -00$..$ D1G /% 9$$!#,$ &!,$($ 992 N2R "!,#," B &.#$ B..$++2 " (#
 .!"  ,$ >.,:(-$,#* 9$, $ B..$ ,#  $!$.9$ B..$(.#$%!%9% /% 9$%#/$2
,$ B..$:(!$ 9$I $# !,:( , /,:(#%2 ,$ -.$,$ &"#$+ %$. -$/$,:($#  ,$ B.
.$,##$ &B0 P B..$,##$.0%-#+*  %:(  ,$ ..$ !$!#(.$ $($ C!!$* % !"
,#  $ !0%  $! "" ,#$!3!#$!2 ! "9$$  $  $ B..$ ,!# % 18◦ /% &
<+,:(#% $$,#2 $,#$(, %!!#$  ,$ .##$   $ #$..$ %!$8!# $ $* "
!$!#(.$ 7$.%$ &!$ 4 &4+* 4 !#(.$ 
′
1 % 
′
2 !",$ $, $,#$$
!#(. 1+2   $ .,-$ $,#$  $! ;,. $! !,$(#  $,$ "?W8:(,$ %!8!%T
%  $ $:(#$ $,#$ $9$!"2 ,$ .,-$ ,!# C $,$ ,!#C.0% 7"$!$($* , $.:($ 
$, 99,. %!"9L$-#,7 9,! !$( ($   ,$ "$..$ $,C($ -2 "  $ $:(#$
$,#$ ,!# $,$ % 40◦ :( "9$ $$,#$ ,!#C.0% C $, ,/$.,"!0$:("9L$-#,7
7"$!$($2
,$ 9$, $ .$-#"$-"$ /,$.$ 7"  $ "!,#,"$ 1 % 2 %!$($ %  ,$
(,#$$ &$#,7$! /* 1+ 9/2 7" $$ &0"!,#,7$! /* 2+  $/"$  $ "$..$ &!,$($
%:( 992 N2)F+2 ,$ 9$, $  $/"$  $ B..$ 9$I $ !,:( %  $ /:(!$ L$$,.!
5*4  7" B..$,##$.0%-# $#$#2 ,$ #""$(.#$% , ,# 4 :(%9$ 
 $ 4 $, $*  ,$ ,# 	 &#""$(.#$+ $-$/$,:($# !, * 9$$!#,#2 $%$$
$#,.! /% ;$$!#,%  $ .$-#"$-"$ %  $! #""$(.#$! I $ !,:( ,
0,#$. C9$ "$$/$%%2
." 1	
	
A% /$%% 7" $#$. $ 9$%#/#  , $.$$,!$ 	$.(".#/0%.$0$
&!,$($ 992 N2)6+*  $$ 9!#  $ %:($!!$ L$ $ $,/$.$ 0%.$ $#!0,:(#2
BC  ,$!$ B.. $(8.#  $, 8($ (""$$! $#$. /,!:($  $ 0%.$2
A% $#$. -"0$!#," ,!9$!" $$  $!  $#$. $! .$#    $ $
$, .$,:( "?$! B$. , $#$$$!$#/#$ ,:(#% 2 %!$($ 7"  ,$!$ ,#%#,"
		 *: . %
 @I   
1 /

 
,
 T! 
 
 ,    $8  
  <
  ! *  38 
    $

 . 
 #1
 !
-   $$9$$..! $, BC(%!$. /% %!/$,:(% $,$ =%#,!,$%!:(!$
$.$# $ $2
 %%  $! $$9$$ B..$%9%!  ,$!$ , $.$ $"$#,$ ,:(# $.,!,$# $  $
-"#$* ,:(  % $:(#$:-,$ 	$.(".#/0%.$0$ %! &;% #$ !,$($ 9$..$
N2)+*  ,$ %  $ -%%#"0 $#.  $  $, %,:(#%$ <*3 % / /%9,$
!, 2 ,$ 	$.(".#/;$ ,%* $.:($ L$ ":( % C -$,!>,$ 0%.$0$ ,.#*
-"#$  $!(.9 $9$..! ,:(# $C..# $ $2  L$ ":( %%  $ $,$ >?$  $!
"$-,!#..!  ! $#$. % % $,$ ,!#/ 7" $,,$ )66 µ -"!## !$,
%?* ,!# $! %!$,:($ *  ,$ 0%.$0$ !" /% 9%$2 %?$ $ % $ 9$, ,%.#,"$
% 	""$$,#8#  $! $#!#$($ $ $#$. ! ,  $ B..$,##$ $:(#$#2
*:': + 		
6	'	 )	 1 ?
	
 Ω 5y,z,x   5z,x,y     
+ @J !>;N>O ;I@ 0IJ 0IJ
− @J !>;N@O ;I@ 0IJ 0IJ
C+ A> !@0NAO 0IJ 0IJ ;;J
C− A> !@0NIO 0IJ 0IJ ;;J
'+ AJ !@INDO 0>J ;I@ 0>J
'− AJ !AJN;O 0>J ;I@ 0>J
		 @ -  , 4$
! # 

  $
   
  >
  :58   
3 
 ! # *
 ± ,  =  $

   U
 A/)! # $
8     =

   3  2>
 
 
   2
>
    2+ !    ,
8 
  + $
 
  :1  >, 
! #    * A:y,z,x)   2$
  (

 
$
  5>
8   5$
  (

  >
 
! !
#  * A:z,x,y)    2$
  (

  >

 ! (  -BH   (   $
 !
 $, #30,!:($!  $#$. 

/% -"0$!,$$ 9$>#,#  $,$ #" 7" :2
566  0" 0%.$2 ,$ ,#,"  $! $#$. $! ,!# , $,$ !".:($ B.. /,!:($  $
0%.$ $.#,7 (":(* L$ ":( %  $ #$:-$ $,$! "$-,!#..! C9$%! (""$2 ,$
$#!0$:($ $ $>?$*  ,$ 9$,:(%  $! $#$. $! , )66 µ 9!# %!  $
,##$ , $.$,:( /% B$. ,  $ ,##$ ",$# %  !!$.9$ B$. ,  $ ,##$ $,9#
$,$ ,,.$ 9$,:(%@
B (100µ)−B (0µ)
B (0µ)
= 2 · 10−7 &N25+
;$,  ,$!$ #$!:(,$ C $  $ BP5*FP5 	30$$,% /%!#  $!
2
 1
2
A%!# $!
7"
25

+
$,$ $,$7$!:(,$9% 7" .$ ,.,:( ∆E = h · 0, 46	/ $($2
A% $<-#$ $#$. -"0$!#," 9$%#/#   ,$ $$$ "$ .! $!"2 

. J ",    9    9#Q% ,  	
 #"   0 #%   65◦(  )  +) 6$  
 $$ $ , ) 8$ J  A   
 A+)  ?(7; A
		' *: . %
 @J $ *
  , 4
$
   /

! *
 .

 
  :
 ! /   
  (  :5 
  (! K!&?! # $
 , 
  3,
   2>
! # $
 
  
3,  5>
!
 ! $#$. % %.. 9/%.$,:($*  $#$-#,$#   ,$ B.%"$!/$/  $ $$$ "
$ .! B%-#,"  $! #"$!  $ 	$.(".#/!0%.$2  $(8.# %!$08#$ %..$. $
!"/$*  ,$ !,:(  %:(  $ 	.$M$-# D)ENG  $! % /%!# ! D)EEG $-.8$ .!!$2
$ 	.$M$-#  $! % /%!# ! - $<#$ !:(.9 ,$ %..$. $!"/$ .,$
$* ,#  $$  $#$. $ ,# $,$ $%,-$,# 9,! /% )6
−9
%!! 9$!#,$
- D)ERG2
*:(: & 		(
., 
A% "$$/$%% 9$!#$($ % !8#/.,:( /$, >.,:(-$,#$@ ",!#,"  %:( #>!!$
,#  $$ !!,7$ $,.:($ ,$ /2;2 .$-#"$ " $ ("#",",!#," D)EQS)R)G2
-* . 		
("#",",!#," ,!# , $$8#,$ <0$,$#$ 9,! /% 1 >?$" %$ $M$-#,7$
.! .$-#"$!#"?,",!#," D)R6G2 %%  $!!$ -   $ #"W%?  !#,!:( $
 %/,$$* ! /% $,$$ ;$ 0%$  $ B..$$.$-#" $  %:(  $ #"!#(.
% !",# %:( /% -.$,$$ "#-#0"#$#,.$

C(#2 ,$! $,9# ,$ $% -.$,$$
	$,/#$ ,  $ B..$ DN6G2 $!$,#$$ , -$,$ !##,!:($ %W %  $ ,$.$-#,-  $
B..$00#% $/$%# ,$ $! 9$, $,$ .$-#"$!#(.  $ B.. ,!#2 ,$! - ,!9$
!" $$ 9$, =<0$,$#$ ,# $!"#"$ ("($ C#$  ,$ 9,!($ $98%:(.,:($
 $/"$ C9$WC!!, :($ D)R4* )R5G2
,$!$ $#(" $ ,!# C  ,% , %!$$ 9$,#!%00$ $.,!,$# " $ D)RFG2 ,$ 9$!#$(#
%! $,$ /$,!#%I$ !$$% , $,$ 3 9$/%!# * $.:($   , B..$$. 
 %:(  ,$ BB..$!0% ,",!,$# , &!,$($ 992 N2))+2 BC 9$, $ 9$8$ ->$
,##$!#9,.,!,$#$ ," $.!$* /2;2 , ,##"-"I%#,"* ,# $,!#%$ 9,! /% 1 
7$$ $# $ $2  $!#$ :(,## , ,#  $ ," $.!$ 9$, F)6  ,  ,%  $
9$ 1!
2
10
2
 1
2
→ 1!2N! 2 1
2
$#,$9$2  /$,#$ :(,## $#  ,$ ," $ 9$, FFR 
 ,$!$ A%!# , $,$ 3 9$A%!# * $.:($   7" B..$$. .$,:(# ,",!,$#
, &.,-$  , 992 N2)):++2 " , $!#$! $$,:(#*  ? %  ,$ $C!:(#$ !"#"0$
,",!,$# $ $* % /$,#$!*  ? % #"$* $.:($ ,  ! B..$$. $#$* ,",!$#
$ $2 ,$ $,#$$ >.,:(-$,# 9$!#$(#  ,*  ? /$, ("#"$ 9$, F)6  (,#$
$, $ 9!"9,$# $ $2 $ /$,#$ 9!"0#,"!0"/$? $".# ,! "#,%%* "9$,
$:(!$.,-% ,#  $ %#",",!,$$ $ A%!#8 $ 1!10
2 2
  $ ,-%!H%$!:(,##
 $! 9$!  $%#.,:( $(>(# &$:(#$  , 992 N2)):++2
;$, $!,% ,!# $! .$, $ ,:(# >.,:(* ,# $,$ ," $.!$ ("#",",!#," /% 9$
#$,9$2 ,$ ",!#,"!$..$.8$  $! $%#.$ $!,%#"! 9$#8# 4R1 2 ,$!$
$..$.8$ ,!# % ,##$.! $H%$/7$ "00$.#$ B9!#"[!$ /%8.,:(* 9$ %:( /%

 $ $
		* *: . %
D

 
    + ,   9
     
      1

     1
  
   2   

        )
 2   
  
 =      =    
D

 
  +  >    9
 =    
 =    
    2   
  
   >    1
  
          )
   2   

          +   
     1

  =   
    '  / 
   2 
 @ 0
 
24
3 A)8
115
" A) 
 
+   " AR)!
$,# 7"  $ /% C(.% 7" $!,%,"$ 7$$ $#$ $..$.8$ 7" 4R6  $#
$#* % !,$ %! $, %  $!$.9$ B9!#"[!$ /% $/$%$2  9$>#,# .!" $,$
$,#$$ B9!#"[!$* %  ,$!$ A% /% 8(.$* ,$ , D)EQG  $"!#,$# % $2
,$ ",!#,"!!:($ 7"
24
 %  ,$ 9$#$,.,#$ !$$..$.8$ !, , 992 N2))+
 $!#$..#2 ;$, $!#$ :(,##  $ /$,!#%I$ ",!#," , 7" $,$ !$  $ $.
.$.8$ 4R1   ! #" 7" % /%!# ,  $ 5!50
1
1A%!# $$#2 "
 "# %! - /% ",!#," !""(.  $!$.9$ !$ .! %:(  $ /% C(.%  $ 
"$ 7$$ $#$ !$  $ $..$.8$ 4R6  9$%#/# $ $2  9$, $ B8..$ .,$#
 $  /%!# $,# C9$  $ ",!#,"!$/$2
-* 
	
	!	
,$! ,!#  ,$ # ,#,"$..$ $#(" $* , "$..$ "$ /% $/$%$2  9$%#/#
$,$ .$-#"$-"$* % $,$ #($,!:($ #"!#(. /% ,",!,$$2 %%  $
0$,:($$,$!:(#$  $ B..$ $ $ !,:( (%0#!8:(.,:( $,:( ,",!,$#$ "$  $
/% !0$,:($ $ "$!"#$ ,  $ B..$ 9$I $2 ! ,!# 9$ %:( >.,:(*  ? ,
$!#! 9$I .,:($  $$ #"$ ,",!,$# $ $2 B..!  ,$ !0$/,I!:($  % Q/m ,#
 $L$,$  $ /% !0$,:($ $ "$ , ($  $ #9,.,#8#!9$ ,% C9$$,!#,#*
->$ %:(  ,$!$ "$ $!0$,:($# $ $2  !".:($ "$ ,:(# ,#  $ $$ $
*:(: & 		-
!$.,:(# $!"# ,!#* 9.$,9$ !,$ %  $ $9,.  %-$. % $ $  $!(.9 %
-$.,"$ $#2 ,$!$ %$C!:(#$ "$ -  !,:(   %:( $#.$ ,$* , $
 !""(. , ,:(#%  $ :(!$ &#$% >?$$ !!$+ .! %:( , ,:(#%
 $ H:(!$ &#$% -.$,$$ !!$+ 9,!   $   $! #9,.,#8#! ,$!
 $ /% !0$,:($ $ "$!"#$ $(#2
.$-#"$!#"?,",!#," , ,  ,$!$ <0$,$# 9$%#/#2  "#-#0"#$#,.$ %
 $ B..$$.$-#" $ !" $, ,$ >.,:( /% (.#$* % $ , ($  ,$!$ "-#"
9$,# !""(. $%$ #""$(.#$%$ ,# ;.$ $ .! %:( $,$ $%$ .$-#"$-"$*
$.:($  $ .$-#"$!#(. 9,! % )  "-%!!,$$ -* $#,:-$.# % $9%#2
,$ , :(".$ $ 9$!:(,$9$$ .$-#"$-"$ $ $ , 992 N2R   $
"!,#,"$ 1 % 2 9$$!#,#2 ,$! #,M# !""(. C  ,$ .#$ .! %:( C  ,$ $%$
.$-#"$-"$ /%2 ,$ #">$ $ $ ,  $ "9$ $#$ 99,. %   $
#$..$ 	  %:( $,$ #""$(.#$ $(.#$#2
,$ /$%%  $ 
+
 " $ 
+
"$ $".#  %:( .$-#"$!#"?,",!#,"  $ L$$,
.,$ #($,!:($ #"!#(.$ , 8($  $ 0$,:($9$$,:($2 $!,% ,  .,-$
 $

 $ B..$ & $/"$ ) , 992 524+ ,#  $ #(.  $ $!#$ .$-#"$-"$
&1+ ,",!,$#*  ,% , 7"  $ /$,#$ .$-#"$-"$ &2+* $.:($  $ $!#$
%  $  $$ B..$!$,#$ $$C9$ !#$(#*  $:(#$  $ & $/"$ 4 , 992 524+
,",!,$#2
*:(::	 
%!$($ 7" "9.$  $ "#-#0"#$#,.$ &!,$($ 0,#$. 52)2)+  $! >#,* $,$
;$ 0%  $ B..$$.$-#" $  %:(  ,$ #"!#(.$ $,#$!#$($ /% 7$$, $2
C -"$ $($$ $#(" $ , ;$#:(#2
 !,:( ..$ #">$ %  $!$.9$ 	.#$% 9$I $* %!!#$  $,$ 9!:(,%
8(.$*  ,$ C ..$ #"!#(.$ ,-#2 ,$ !$( $.$#$ >!% 8$*  ,$ #(.$
!" 9/%!:($, $*  ? !,$ "9$ % %#$  ,$ .$-#" $ ,:(# 9$C($* 9$ !$,#.,:(

1  ##$  
		2 *: . %
$,$ 9$$,#8:(#,# $ $

2 /% 8$ 9$ .>:($ 7">#$ $$!$* $.:($
,  $ "#$ ,$ >?$ 7" 6*4  7" %!$$ $-!### ,:(# /%$#,$ $2
$!(.9 $#!:(."!!$ , %!* L$ $ #"!#(. $,/$. ,# ;.$ $ /% -"..,,$$2 
".$ $ $ $ /$, 7$!:(,$ $$ $.,!,$%!>.,:(-$,#$* $#$ $ ,# $,$ " $
/$, ;.$ $ 7"$!#$..#2
#1 0 $ $, #"!#(.* !" ,$ $ %! $,$ #""$ ($%!-"#*
7" $,$ ;.$ $*  2,2 $, ;"(.":( , %:($!!$   %:( $, #$,.  $ ,:-$
* -"..,,$# , * $#!#$(# $, $!#(. &, .$(%   ! "0#,!:($ .""
$!:(##$+ % $, $!#!#(. ,# :( %?$ 9..$ $ #$!,#8#2 ;$,  $ $.,!,$
%!>.,:(-$,# ,# /$, ;.$ $ &!,$($ 992 N2)4+ ,!#  ,$ $!#$ ;.$ $ ,# %:($!!$
 P 6*N  :(  $ #""$ /% "9$ "..,,$%2 ,$ /$,#$ ;.$ $ ,#
%:($!!$  P 6*4  !:($, $# %!  $ $!#(. $,$ $,. %!* $.:($   /%
 $/"$ $.#2
$ #""$(.#$ - 9,! /% F X$ (.#$* 7"  $$ 4 %  ,$ .,-$  $$,"
&$#,7$! /+ /,$.$ &$!,%+*  ,$  $$ 9$, $ %  ,$ $:(#$ & ,%* 0"!,#,7$!
/+2 %  ,$!$ $,!$ $ $ "#-#0"#$#,.$ /,!:($ $!,% %  ,% 7$,$ $2
$ /$ %9% !,#/# % $,$ :"0.##$* $.:($ %  ,$ "9$$ #(.0.##$ &!,$($ 992
N2R+   $ #$..$ 	 ,# 4 :(%9$ 9$$!#,# ,!#2   $ :"0.##$ , 7"$
 ,$ /$,#$ ;.$ $ ,# F >:($ 9$$!#,#2   ,$!$ ;.$ $ %!  $$#,# % $* ,!#
$! ,:(# >.,:(* 9$.,$9, -.$,$ ;"(%$ !:(8  %:(  ! #$,.*  2(2 ,# ,-$.
/% 9$W8:($  $! #$,.! /%$#,$2 6*4  ,!#   $ %#$$ -.  $! #$:(,!:(
>.,:($ ,# -"7$#,"$..$ $#(" $2 /% % $ ,# $,$ )*5   ,:-$ ;"($
9,! /% $,$   ,:-$ 7" :2 6*5  7"$9"(# %  $ $!# ,#  $ 7"$$9$$
%:($!!$ 7" 6*4   %:($9"(#2 A% "0#,.$ '%!#$ % $  ,$ /$,#$ ;.$ $
,# $,$ :(.9$!:(/7$9, % ,  ,$ 7$#,-.$ ,:(#% C9$ $,$ :(%9$ ,#
B$ $ L%!#,$9 $:(#2 ! $.$,:(#$#$  ,$ '%!#$  $ 9$, $ ;.$ $ $($9.,:(2 ,#
	,.$ $,$! 	$$!$! L%!#,$#  :($, $  %:(  ,$ F >:($* -"#"..,$#* "9

. +   
   J	A$$ ,% ,
*:(: & 		
 @ (   ! " .
 ,
 7 (B8  
  < $
 ,, ! # ,
 $
  
 3 8   7  ,  

 4  ! #      < 


 ! # 3 ,   
   4  $
 
     
 3 
 3 ,
 , >
  +
! #      L
 
( 
  /,!   4
 , 
   ,! .    
 ,  +
 
  ,! (
   : 
 $    

.
8   #
  &  ! (
   :
 $ +    
 
  #
 
 J8 !
 $ !$!#(.   $ ,:(#,$ #$..$  %:(  ,$ B..$$.$-#" $ #,## % 0"!,#,",$#
!:(.,$?$  ,$ X$ $#.  $! !$!#(.!2 $ %:($!!$  $! #"!#(.!   $
 $$," 9$$:($# !,:( $8? ".$ $ B"$.
D = 2
(
d2
2
+
d1 + d2
2A
E
)
, &N2F+
"9$,   $ #(. %:($!!$   $  $$,"* d1/2  ,$ %:($!!$  $ $!#$ % 
/$,#$ ;.$ $.>:($ !, *   $ 9!# /,!:($   $! $!#$ ":(! %  $
 $! /$,#$ ":(! %   $ 9!# 7"  $  $! /$,#$ ":(! 9,! /%  $$,"
,!#2 ,# d1 P 6*N  % d2 P 6*4  $,9# !,:( , <0$,$# $, %:($!!$ 
	3 *: . %
/


   >  
    
& 
  >   
     
D 
     
/


     
 @0 $ *
  (   !
7" :2 ) 2 ,$! ,!# $#! -.$,$ .!  $ ,,.$ 9!# /$,$ .$-#" $ 7" :2
)*F * !"  ? $%$,,%$  $ .$-#" $ , %#$ 8($% 7$,$ $ $ $
->$ &!,$($ %:( 992 N2)5+2
,$ #">$ 9$!#$($ L$$,.! %! $,$ #.>(:($*  !  $,$  $ 7$!:(."!!$
,!# % $,$ $!,% 9/2  ,%(# ,# #C.,:($ !"#"0$/%!$!$#/%
$C..# ,!#2   ,$!$ >(:($ $ $ 6*4   C$ #. 8(#$ 0%-#$!:($,?#*  %:(
 ,$ #>$ /,!:($ 7" 0, 8A % 1, 2A C $!,% & 2, 3A+ W,$?$2 %(, $(,#
/$ !,:(  ,$ 8(#$ %  ,#  ,$ >(:($ !"$,#*  ?  9/2 #"$ 7$ 0$2
 <0$,$# -"#$ %#$  $#$ 9$, $,$ #" 7" 0, 97A % $,$ 	$,//$,#
7" 4 ,%#$ $/,$.# $ $* "9$, % ,  $ .$#/#$ 56 $-% $  ,$ .$-#"$-"$
$!:(.#$# , 2
 0 %%  $! $,$ #"$ B.%!!$! 9$,  $ $$ % 7" /$,
;.$ $* $!:($,# $! 7"#$,.(#* /%8:(!# % $,$ ;.$ $ /% 9$%#/$2   $!$.9$
#"!#(. %:($!!$ /% $$,:($* -  ".$ $ ?($ $$,$2  9,#
 $ #""$ $,:( $,#$ $#$# 7"  $ ;.$ $  .! , B.. /$,$ ;.$ $2 %
%  $ $ .,:($ %! $(%  $! #""$! , !",#  ,$!$.9$ "..,#," ,$ ,
B.. /$,$ ;.$ $ $$,:(# %  ,$ -,#,!:($ '%!#$ 7" 4 ;.$ $ , $!$#.,:( $
.$,:(#$#2 ,$ !:($#,!:($ A$,:(% /$,# 992 N2)F2
*:(: & 		
 @; $ *
  /

! *
  
  0,,8  (  < B (B

  / ,
 /,! "   , V 
3
 8  
   , 
 
  ,
:  / ! #   ( 
  , 0,
, ! "    V  "
8    
 :  
    0,,  
,!
*:(:: 
,$ /$%%  $! C  ,$ ",!#,"  $ #"!#(.$ 9$>#,#$ .$-#"$!#(
.$ $".# ,# 	,.$ 7" .$-#"$-"$2  ..$ "$..$<0$,$#$ 
<.:-!#,#%# C =%#$"0#,- % $ 9,!($ .$-#"$-"$ ,# $,$
$($.#/3.,$ $,$!$#/#*  ,$ $,$ !$( !:(.$:(# $9C $.#$ .$-#"$!#(. $/$%$2
,# $,$ .$-#"$!#(.*  $  #  $ ",!#," % :2 )  "-%!!,$# ,!#* ->#$
 ,$ ",!#,"!$O/,$/ % $($$ >?$" %$ $!#$,$# $ $2  %:( 8$ $!
$,#$ >.,:(*  ,$ X$ 9$, ":( ,$ ,$$ #>$ /% 9$#$,9$2  ($  ,$!$
"-#"9$,# % $ 4 !".:($ "-%!!,$$ $ .$-#"$-"$ $9%# % $#$!#$#2
A%$!# $ $  ,$ , ,!#/ 9$I .,:($ ($->.,:($ .$-#"$-"$ 9$!:(,$9$*
, !:(.%?    ,$ $%$ "-%!!,$$ $ .$-#"$-"$2
	 *: . %
  '$ $  $ 9$, $ , <0$,$# 7$$ $#$ .$-#"$-
"$ 9$!#$(# %! $,$ 100µ  ,:-$* #(",$#$ ".(#*  $ /% $,$ 0,#/$
$9"$ ,!#2 ,$!$ (# , ,# $,$ #" 7" 1, 6 $($,/#2 ,$ $,##,$#$
.$-#"$ $ $ C9$ $,$ "#$#,. ,M$$/ 7" :2 135 /,!:($  $ ".
(# &#(" $+ % $,$  %:(9"(#$ " $ 9$!:(.$%,#2 A% B"-%!!,$%  $!
.$-#"$!#(.! , $, $($.#A3., $ 7$$ $#*  $ C9$ $,$ 330Ω, $!# 
,#  $ ".#(" $ 7$9% $ ,!#2
 @>   
 ,
 0,,!
  ,$ #!:($*  ? 9$, $$ %  $ "9$ 9$!:(,$9$
$ .$-#"$-"$ ,:(# %  ,$-#   $ $/$ $ .$-#" $* !" $ %:(
 ..$  $$* $,# $#$#$ .$-#" $ $, .$-#"$!#" $$!!$ $ $ -*
/$,#*  ?  ,$!$ #  $ .$-#"$-"$ -$,$ 9$!" $! %#$ B"-%!!,$$,$!:(#$
9$!,#/#2 ,# $,$ "-%!!,$$ $ .$-#"$-"$ ->#$ $($$ !#8 $ 7$9$!
!$# $ $2 A% $,$ 8$  ,$ ",!#,"!$O/,$/*  2,2  ,$ /(. ,",!,$#$ #"$ 0"
.$-#"$!#(.!#"*  #  $ ",!#,"*  2(2  "#* " #"!#(. % .$-#"$
!#(. !,:( -$%/$* % $($$ >?$" %$ $(>(#2  $$!$,#! ->#$ !##,!:($
*:(: & 	
%W %$ 7" $,-$ % ;$"9:(#%!$!#$ $,#$  !#,!:( $ %/,$# $ $2
A % $ , $<0$,$#$..$ %9% $!#$9#* >.,:(!# $,  ,$.$-#,!:($ $,.$ /%
9$%#/$ % * ..!  ,$! ,:(# 7$,$ $ $ $ -"#$*  ,$!$ 9/%!:(,$* L$ ":( C
 $ $#,$ %W %$ /% 9-.,/$,#$  $ #>0"#$#,.$ 7" ,%#$ 9,! /% #% $
C($2
,$ $%$ .$-#"$-"$ !".. $,$!$,#! ",!#," 7" $!#!#"$ % ".$-C.$
%#$ C:-$*  ,$ $9$..! /$,#.$,:( ,# $!,% %  ,% !#9,. $!0$,:($# $
 $ ->$ % .! %-$.,"$  ,$ C(. % B.%"$!/$/#$ 7$,$2  $$!$,#!
!"..$ 9$ $!,% %  ,%,"$ ,# ("($ %!9$%#$ $,:( ,",!,$# $ $2
%!$($ 7" $,$ .$-#"$-"$* ,$ !,$  $(!#%(. 	9!  <0$,$# C9$
-,!#..,$ "$!#(.$ 7" 2 "9,! :(8#/ D)R1G 7$$ $# % $* % $ $,$ $%$
$#!0$:($ $ .$-#"$-"$ ,# 7$-.$,$#$  ,.$ ,$!,"$ -"/,0,$# % 
$9%#* %  $ -.$,$ 9$!!%$ , 7"( $$ "$..$%9% $:(% /%
#$2
.! .$-#"$H%$..$  $ .$-#"$-"$ &!,$($ 992 N2)1* N2)N+  ,$# $, ,# :2 )*)
 $($,/#$* %#(",$#$ ". (#  $ ,:-$ 6*4 *  $ C9$ $,$ !,$-.,$
/% $,$ 0,#/$ $9"$ % $2 ,$ $,##,$#$ .$-#"$ 9,. $ 7"  $ ". (#
$,$  %!".-$*  ,$ .! 7,#%$..$ #(" $ /% 7$!#$($ ,!#2 ,$ ,>,$* %  ,$
(#!0,#/$ $.$#$ ,$:$$.$-#" $ -"0$!,$#  ,$ %. %  $ ".-$* 7"  $  ,$
.$-#"$ 7"  $ :(".$ $ ;$!:(.$%,%! % B"-%!!,$!0%$ 9$/"$
$ $2 ,$!$ 9$!#$($ %! 5 A3., $ &!,$($ 992 N2)1* N2)N+* $.:($ % $,$ :"
0.##$ 9$$!#,# !, 2 $ 8%?$$ A3., $ .,$# % !!$*   ,$ 9$, $ ,$$ A3., $
->$ 7$!:(,$ $$ 0%$ $.$# $ $ &Uz1 % Uz2+2 ",# -   $
.$-#"$!#(. 9$!:(.$%,$ % .$,:(/$,#, !$,$ ,(C..$ $ "$2
'$ $ A3., $ ,!# % $,$ $,#$ "M$ % 9$!,#/# %  $  $$ $,#$ $, % $! ":(
%#$!:(,$ .,:($ %:($!!$!2 ,$ /$, 8%?$$ A3., $ !, %! !%$!#"M$,$ %0
$ $$#,#* "(,$$  $ ,$$ %! ".39 8 9$!#$(#*   $  ,$-#   $ .C( (#
$/# % !",# (>($$ $0$#%$ %!$!$#/# ,!#2 ,$ ,$:$$.$-#" $ ,!# % % 
9$!,#/# $9$..! $, % $! ":(* ,  $ -00 %#$(.9  $ ":($9$$  ,$ 0,#/$  $!
.C( (#$! !,#/#2 ,$ "#-#,$% ..$ 0%$ $".#  %:( :(%9$* $.:($
 %:( >:($ ,  $ :"0.##$ ,  ,$ $, $  $ A3., $ $!:(%9# $ $2
9$  $ /$ "9$ 9$!:(,$9$ %9% ,  $ -%%#"0 &!,$($ 992 N2)R* N2)Q+
	' *: . %
 @@ $ *
  
 ,
 0,
,! (
   $ ,   3 ,8   
 =0, AUp)  
  7 *5 
 ! # 1
H
 *5  
 38  *5 & 
    $

 A 
 (! K!&M)! 0 
 Uh     

 $ 8  
1  0  =, ! 0
5 0,D  
8    0  1

H *5 
 ! &  ,
 1H! # (
 
 
18 H  /,
  /
, 1!
$!$#/#* "9$, $   $ ;" $W!:( $!#$!:(%9# , 2 % !# ..$ B.!:($ !,#
/$ #,$W$<9$!:(,:(#$#$ B$!#$ C 456*N % 4R6 2 ,$ $9, %!.,,$ /,!:($
B.!:( %$ N % )F ,!# $$:(#2 !$ ) ,  %:( B$!#$ %$ N %
 ,$ B..$ $,:(#$#* "9$, $ $#.  $ B..$:(!$ .8%#2 ,$ B..$ ,!# 7" B.!:( N
%! $!$($ % 18◦ $#$$  $ (/$,$!, $$,#2 !$ 4 ,!# ,$ !$ ) $9$..!
(",/"#. % ,  %:( B$!#$ %$ E !$,#.,:(  %:(  ,$ B..$ L%!#,$#2 B.!:( )
 ,$#  $ ;$"9:(#%  %:(  ,$ $ " $ $,$ ("#"%.#,0.,$2   $ "9$$ 
)N6 BB.!:( ,!#  ,$ ,#!%9.,#,""$$##$0%0$ $!:(."!!$2 B.!:($ R % 
)4 ->$ C 4 .!$ 9$%#/# $ $* 9$,  $$  $ ,M$$/$$..$7$-#" ∆k
$#.  $ B..$:(!$ .,$#* ! C C(. % =%#$"0$#,"$* $.:($ % ,  $
/,:(#% !$!,#,7 !$, !"..$* 7"#$,.(# ,!#2 .#$#,7 - /% ,/$."$!0:($
B.!:( )6 , "9,#," ,# B.!:( N 9$%#/# $ $2 B.!:($ E % )E 9$!,#/$ /%
A$,# -$,$ B%-#,"* !,$ % $ $$#,# C /%!8#/.,:($ 0#,"$ ,$ /2;2 !!$!0$-
#"$#$ $#:2 % B.!:( %$ 5 , /% %:-$!!% ,  $ $ $, ",7:
$,$!$#/#2
*:*: 9 	(
-52 -54 -56 -58 -60 -62
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
S
tr
ah
ld
ur
ch
m
es
se
r/
m
m

Spannung U
Zyl.2
/V
 @A (1,  /,

  
 0,
,   *5
 UZyl,2! UZyl,1 
   3
 J
.   


  K?8& .! # 4 
 
&8&7 ( ! # =D  0, 
   (
 778?   0  1
H *5 ! # (
   02  0
 
 /
,!
0 
HD     =D   
 #
!
.. /	
A% $.,!,$%  $! 
+
U
+
=%#$:"0%#$! $ $ !$!#(.$  $ $..$.8$
λ P 4R6  % λ P 456*N  9$>#,#2 ,$!$ $ $ ,# /$, B9!#"[!$!3!#$$
% $($$ B$H%$/7$ "00.%!$,($,#$ $/$%# &!,$($ 992 N246+2
,$ $..$.8$  $ 9$8$ 3 2S1/2 −→ 3 2P1/2,3/2 !, 9$,  $ !"#"0$ 24+ % 
25

+
%$8( 4R6 2 A% /$%%  $ !$!#(.$ 9$,  ,$!$ $..$.8$ 7$$ $#
 /$, $H%$/7$ "00$.#$ B9!#"[!$ 9$, λ P 1N6 2 ,$ /% "00.$7"-C(.%
&1U2+ % :($,! &+ % $,$ $,#$$ C  ,$ .!$ &1U2+2 9$, ,!#  ,$
B$H%$/ ,M$$/  $ "00.$-C(.%!!#(.$ 1U2 %  $ .!$!#(.$ 1U2
	* *: . %
 @D # NJ / 8  
  T 

 ! # " D  
 4B  / 

K! (  # &KJ /   
"
 
! (  /   .
, ! /
 N8K 
 M   0    7 #, 
 
! # 01   : >
′
1  / 
 & 
   : >
′
2 
/ 
 ?! / &J  
 0   >1 
! / &  
 
 
 (
  -  =

! (
 / 7   " 
 #
,
! / @

 &M    
1 (   !! 3, ! 
! #
 / && ,    4:  = 
- 
  /,  +
!
$$9$  %:(  ,$ % /%!# (30$$,%!0.#% ∆HFS 7" 25+
νP1 − νP2 = νR1 − νR2 = ω0  1, 8 GHz. &N21+
,$ !".:( "?$ ,M$$/ - ,:(# ,# $,$  $$,:(# $ $2 $!(.9 8(.#$
 $,$  9$, λ P 1N6  ,  "%9.$0!!" %*  $ 9$, F16 	/ 9$#,$9$
, 2 %:(  ,$ :(".$ $ B$H%$/7$ "00.% 9$#8#  ,$ ,M$$/  $ L$$,.,$
!$!#(.$ 7,$. F16 	/* ! $ $ ∆HFS $#!0,:(#2
,$ #(.$* /2;2 1 % 1* ->$ ,:(# 7" $, %  $!$.9$ !$!#(. $/$%#
$ $*    ,$ 9$8$  $ L$$,.,$ #(.$ ,  ,$ %#$!:(,$ .,:($ B$,!#%-#%/%
!#8 $ 3 2P1/2,3/2  $! 5 %9.$##! 7" 25+ C($* %  ,$!$ $,$ B$H%$/ ,M$$/ 7"
*:*: 9 	-
 @I =, (  .,

!
4*E 	/ %$,!$* :2 )666 . >?$ .!  ,$ % /%!# !(30$$,%!0.#%2
$ !$ 9$, λ P 456*N  ,  %:( $,:($ B$H%$/7$ "00.% $,$! B9!#"[!$!
 $ $..$.8$ λ P FN)*5  $$,$#2
-- 
	/
 " 
0
1
"##
A% /$%% 7" !$.,:(#  $ $..$.8$ λ P 1N6  % $ $, ,
B9!#"[!$!3!#$ 7" 0$:# (3!,:!

7$$ $#2 ,# $,$ ","$.!$

, !,:(#9$ %.#,.,$;$#,$9 &,!!," /,!:($ F1F % 14Q + 9$, 41  9$
#,$9$* ->$ 9,! /% /$, B9!#"[!$ ,# L$ )4*1  $0%0# $ $2 ;$,  $
0$:#(3!,:!!$ ,!#  $ 7$$ $#$ B9!#"M (" , ))6

* 7"  $ 6*NR 
, )*11  #(3.$.3-". $.>!# % % :2 R)6  $-C(.# , 2 $ B9!#"M , 

$ 8(  <;? .

(  7??

*# 8(  &&? *=C?? 	 &
	2 *: . %
 @J $ (

  /W58 .

 
 (
,! # /W  <K&87   
0

  :
 
 $, 
  "
! # 
 /W  NKJ  
  :8    3

 B !
9$, R*6 9  %:( $,$ C!$ %! $!:(.,M$$  $.!#(. $0%0#2 %:( $$ %
$,$! ,# "! 9$#,$9$$ 80%!.,$ $! -"#$ 7"  $ %0$ -"$ $
:(,%$ $ 80# $ $* !"  ?  $ !$ !#9,.$ 9$#,$9$ $ $ -"#$2
,# ,!:($ B9!#"M -"#$ 9,! )*5  ,:(#.$,!#% $$,:(# $ $2 :( :2 56F6
;$#,$9!!#% $ ,!#  ,$ $,!#% % :2 F66166  $..$ % $! ,!# -$, !#9,.$
;$#,$9 $( >.,:(* !"  ?  $ B9!#"M $$:(!$.# $ $ %?2
,$ #9,.,!,$%!$.$-#",- ,!# 8%?$!# -"0.$<2 $$,:(# %!$ C:-# ,  ,$
!$$H%$/ ,##$.! $,$! ,$/"!0,$$.! &("($ B$H%$/$+ % /$,$ .7"0.##$
&,$ ,$ B$H%$/$+ % $,$ #$0$#%$$$.#$ B93$"#$!"#" !#9,.,!,$#2
! $<,!#,$# ":( $, /$,#$ B93$"#$!"#" ,# $,$ ,$ ,$$ B,$!!$*  $
L$ ":( % 9$, >?$$ B$H%$/!0C$ $,$,#2 %:(  ,$!$ $$.% $,9# !,:(
*:*: 9 	
$,$ ,,$9$,#$ 7" :2 ) 	/2 ,$ 9!".%#$ B$H%$/9$!#,%  $! !$.,:(#!
$".#  %:( 0$-#"!-"0,$  '"  0* $.:($ !,:( , $,$ .!/$..$ 9$I $#2 9$,
%#/#  %!*  ?  ,$ (.9$ $!"/$H%$/  $!
24

+
"! ,#  $ B$H%$/ $,$
 "00.$7$9$,#$#$ '" .,,$ C9$$,!#,#2
,$ :(".$ $ B$H%$/7$ "00.% - , 7,$ 7$!:(,$ $$ $ "00.%!$!"#"
$ $".$*  ,$ ..$ :(  $ 	8!:("%,..% ,/,0 D)RNG -#,7 %  ,$ !$$H%$/
!#9,.,!,$# $ $2 A% /$%%  $! /% "00.$-C(.% 7"
24

+
7$$ $#$ 
!$.,:(#! ,  $ .$,!#%!!#8-!#$ $!"#" 7$$ $#2 ,$!$ $/,$.# ,# $,$ 1E 
.$ 
	
,!#.. 9,! /% 56  ,:(#.$,!#%2 $  $ $ "00.%!$!"#"
7$.!!$ $ #(. ,!# !#- !#,#,!:( % $,!# #$$$/!#$,$ %2 :( $,$
!#,#,!%!-"0$!#,"  %:( $,$ A3., $.,!$ % $,$ 8%.,:($ B,.#$%
$(8.#  $,$ %?>,$ #(. ,# $,$ $,!#% 9,! /% 5 2
-- +"$

! /% C(.%  $  ,%,"$ 7$$ $#$ !$!3!#$ 9$!#$(# %! $,$ B9!#"M
,.!$*  $ 9$, $,$ $..$.8$ 7" λ P FN)*5  9$#,$9$ , 2  9$I $# !,:(
:(9.9" ,  %:( $, ":( ,  $  ,  ! 9" ,#  $ <0$,$# $!:(,:-#2
, B$H%$/7$ "00.%!$!"#" %  $ ,!:(* %  $ %:(  ,$ -%%-$
"#,$# ,!#* , /% /$%%  $ $..$.8$ λ P 456*N  7$$ $#2
*:*::	 ,4%@
$ ,9!#"[!$


, 7" $,$ ""$!$

,# F*1 ## ,:(#.$,!#%
$0%0#* $.:($ ,  /,!:($ 556 % 5N6  $,##,$#2 ,# ,  $ B9!#"M
#,.9$ 5 $0%0#*  $ ,# $,$ "/$##," 7" ) U , #(3.$.3-". $.>!# % %
$,$ $0$#% 7" Q  $-C(.# ,!#2 ,$ #30,!:($ %!!.$,!#%  $! B9!#"[!$!
9$#8# R6  , ," $9$#,$9* "9$, :( $,$ ;$#,$9! %$ 7" 16N6 #% $
	
68$$


(  K>>	F&

(  F??( F?O7
	3 *: . %
 $ B9!#"M $$:(!$.# $ $ %?2
A$, %#$!:(,$ .,:($ $#(" $  $ B$H%$/!#9,.,!,$% !#$($ /% %!(.2 BC  ,$
"00.$-C(.%  $  ,%,"$ $C#  ,$ -"$/,$..$ #9,.,!,$% % $,$ #$
0$#%!#9,.,!,$#$ $<#$$ $$$/$!"#" $,$ B,$!!$ &F ≈ 2+2 ! $"$
$ $$.!,. ,  /$, #$..$.$$#$ , !$$!"#"* $,$ .7"0.##$ % $,$
0,$/"$!#$%$#$ $!"#"!0,$$. $.$,#$#2 $ !$ $,!# $,$ ,,$9$,#$ 7" 4 	/
% -%/$ A$,#!-. &!",$ $,$ /$,#!#9,.,#8# 7" )6 	/ %+2  $,#$9 -C(
.%  %:(C($ /% ->$* %?  ,$ ,,$9$,#$  $! !$! ..$ ,! 7$.$,:(9 " $
-.$,$ .!  ,$ #C.,:($ ,,$9$,#$  $!  ,%
1S0 −→ 1P19$! 7" 5N6 -	/
!$,2 .$,:(/$,#, %? $,$ /$,# ,#  $ !$$H%$/ 7$(, $# $ $2 ,$! , 
 %:(  ,$ #9,.,!,$% % $,$ $!"#" !$( ("($ B,$!!$ &F ≈ 1000+ ,# 	,.
$  $! "% $$	..$($! D)RE* )RRG $$,:(#2 C , $, $.$-#""0#,!:($
" %.#" &+ .! !:($..$! #$...,$ ,  $ $!"#"  $! B9!#"[!$! $,$9%#2
,# $,$ $$.9 9$,#$ 7" )*N 	/ $$,:(#  $,$ ,,$9$,#$ 7" -.$,$ .! 5
-	/2 ,$ /$,#!#9,.,#8# ,  %:(  $ $<#$ -.$,$ #($,!:($ %! $(%!-"$
I/,$#$  $! 7$$ $#$ $!"#"#$,.!

$/,$.#* !",$  %:(  ,$ %(8%  $!
$!"#"! , $,$ .#(":(7-%%$8?*  ! -#,7 #$0$#%!#9,.,!,$# , 2 ! 7$
9.$,9# $,$ .!$ ,#  $ !$.,,$ 7" )F6 -	/U( D)FNG2 .! B$H%$/$$$/  ,$#
 !  "00.$$,$ 9!"0#,"!!,.  $! $..%".$-C.!* $.:($! ,# 	,.$  $ 8##,%!
!0$-#"!-"0,$  $,$ % FR6  $($,/#$ $..%/$..$ $"$ , 2
*:*:: 4A&/
A% B$H%$/7$ "00.% % $ $, $ "00.%!$!"#" ,# $,$ β;,%9"#
,!#.. &;;+ %$9%# DRG2 $ 9$(>(%!$!"#" , ,# 	,.$  $ 	8!:(
"%,..% $#(" $ D)RNG %  ,$ B$H%$/  $! B9!#"[!$! !#9,.,!,$#2 ,$ $0$#%
 $! ;;,!#..! , % 11  !#9,.,!,$#2 ;$,  $  ,$-#$ 9$#%  %:(  ,$ %#
!#$($ R6  C  ,$ $ "00.% /% $C%2 ,# $(8.#  $,$ $,!#%
7" )66 µ2

B*9 E B *, 9G$  
*:-:    4 		
3  F  !   - !   0   $ 0 !
3  F  !   - !   0   $ 0 !
( 0 (  !  E G $ 
& A 
 1
   
   $ $ 
  " 2 2 
 2 "    
   
   $ $ 
A  H  # $ " 6
E    F    !
  " 2 2 
 2 "    
A  H  # $ " 6
 :  
 :  
 :  
D A 
   
   $ $ 
 :  
G46 !  C    - 
6  ! / 0 2 2   !
G46  !   $ 0 F F     !
  >    
I     !  "  - 0
J   /


 @ "
 :5! =$C =8 =#C =
8 03C 0, 3
8 (3C (,
 3

! #   A $) 
  A)   02 
 
!
.5 /   *


,$!$! $,.-0,#$. 9$( $.#  ,$ , <0$,$# 9$>#,#$ !$!#(.$ %  ,!-%#,$#
,($ B%-#," C  $ 
+
U
+
=%#$:"0%#$2
,$7,$.$ !$!#(.$ 9$>#,# $ $* (8#  7" 9* "9 
24

+
" $
25

+
7$$ $#2 B..!
24

+
7$$ $# , * 9$>#,#  %%  $ $(.$ $ 	30$$,
!#%-#% -$,$ C:-0%0.!$ ,$ , B..$ 7"
25

+
&7.2 992 )21+* " $, /%!8#/.,:($
!$ $,!:(.,$?.,:( $ "00.%!$!"#" $9%:(# , 2  9$, $ B8..$ C $ $, 
!$!#(.*  $ ,-$. ,# ..$ 	%0#:(!$  $ "$..$ 9$!,#/#* %!$,:($* L$ ":( , 
, <0$,$# $>(.,:( ,# 4 !$ &) % 4 &!,$($ 992 N244++ $9$,#$#* "9$,
$,$ $#.  $ B..$:(!$ &)+ $,$!#(.# , * %  $  $$ &4+ ,-$. ,# .
.$ B..$:(!$ $,!:(.,$?#2 , /%!8#/.,:($  ,##$ !$ &5+ - $9$..! $,$!$#/#
$ $2 !9$!" $$ /% ,-"9$$%!-"0$!#,"$#(" $ ,# 0(!$-"$.,$#$
$#$-#,"  $ ("#"$ !, 4 !$!#(.$*  ,$ %#$!:(,$ .,:($ ,-$. ,  ,.$ ,:(
#%  $ "$..$ 9$!,#/$* "#$ , &!,$($ 0,#$. E2521+2
$,#$(, $ $ C C9$8$*  ,$ 9,"!/,..#,"$ %  $ =%9,#9$
	 *: . %
 @ $ #
  : 

 /

!
&,
25

+
+ #$,9$* 4 $,#$$ !$ &1U2 " $ 
′
1U
′
2+ 9$>#,#2 1U2 9$/$,:($#  ,$
,#%#,"* ,  $ 1 C9$ ..$ "$ $#.  $ :(!$ $,$!#(.# , % 2 /% ,
/$.,"$!0:($ 7"  $ $,#$ -"$ % $, $,/$.$ " "-%!!,$# , 2  B..$
7" 
′
1U
′
2 #$M$  ,$ #(.$ , $.$,:( /% 1 % ±45◦ $ $(# %  $ "$-,!#..2
9$, - $, #(.  $ /$ ,!#.. 9$!:($,$* 8($  $  $$ % $, $,
/$.$! " #,M#2 ,$!$ ,#%#," (# $$C9$  $ 1U2B..  $ "#$,.*  ? (,$  $
,M$$/$7$-#" ∆-  $ 9$, $ !$ ,  $ /:(!$ .,$#2 ,$! 9$,-#*  ? C9$
8$ -$,$ 	$,/%  $  ,.$ " $ $/$%$ % %  ,$ $C!:(#  9$8$
/,!:($ 7$!:(,$ $$ !/,..#",7$%!  $ /:(,% $#,$9$ $ $2
*:2: & 	
.6 

BC  ,$ $/,$.#$ $% $,/$.$ "$ 9$,  $ =%#$,"#,"!7$9$,#% %?
 $ B"-%!  $! !$!#(.! ,$(.9 7" $,$ µ! 7" $,$ " /% $,$  $$
9$$# $ $2 	,$/% , $, $.$-#""0#,!:($ $W$-#"

&+ 7$$ $#2  9$!,#/#
$,$ ,-$.9.$-% 7" )*R6  U-*  ,$ % $,$ A$,#!-. 7" $,,$ µ! 7,,$#
$ $ -2 BC $,$ $.,!,$% ,# -%!#""0#,!:($ " %.#"$ &+ !,$($ D)RQG2
-2 
	#	 
 
3
	
BC $,$ $.,!,$% 7" =%#$:"0%#$$:(%$ ,# "$-$##$ :( ,: % 
A"..$ D)G ,!# $! "#$ ,* $/,$.# 9,"!/,..#,"$  $,/$.$ "$  %:(C($ /% ->
$2  B.. 7" C9$8$ %?   /% , $!#$! $,$  $ 9$, $ 
!#(.$ % $, 9$.,$9,$! " "-%!!,$$ ->$* % $! !" $,/$. !0$:($ /% ->$2
 <0$,$# - $, /% #(.9.$-% $, $.$-#""0#,!:($ $W$-#" &+ 9$
%#/# $ $* $.:($ %! $,$ ,:(#.,$$ ,!#.. 9$!#$(#2 ,$ 0(3!,-.,!:($ #%
 $ #(.9.$-% ,!# 7$!:(,$ $ 7"  $L$,$*  ,$ , $,$ -%!#""0#,!:($ " %
.#" 7$$ $# , 2  B..$  $!  ,  ,$ B$H%$/  $!  %:(#$#$ $ !$.,:(#!
,:(# 7$8 $#* !  $ $#!:($, $ $ "#$,.  $! ! ,!#2 ",# ,!# $  ,$ , $.$ >!%
/% ,/$.,"$!0:($2
$ $.$-#""0#,!:($ $W$-#" ,!# $, $8# /% !:($..$ #(.9.$-% , %9,-"
!$-% $9$$,:(2 $,$ B%-#,"!$,!$ 9!,$# 0(3!,-.,!:( %  $ .,$$* $.$-#""0#,
!:($ M$-#* $.:($ %:( ":-$.!M$-# $# , 2  =%#$:"0%#$$:(%$
9/2 =%#$"0$#,"$ , ..$$,$ !$( /$,#-,#,!:( !, *  2(2 % $,$ A$,#!-.
 %:($C(# $ $ C!!$*  ,$ -%/ $$  ,$ $-"(8$//$,# &, "$..$ ,  $ >
?$" % 7" ,..,!$-% $ 9,! $-% $+ ,!#* %?  $ $:(!$.  $! !$!#(.! 7"
$,$ " % $,  $$! % $,$ A$,#!-. 7" ,-"!$-% $ $".$2 $:(,!:($
$8#$ ,$ ,$/"! !, .!"  C %$$,$#2 $9$ /(.$,:($ M$-#$ , ,:(#.,$$
,!#..$ ,$ $M$-#* 0%! "00$.9$:(% %!2 !".. (,$  $ .,$$ $.$-#"
"0#,!:($ M$-# " $ ":-$.!M$-# , " $% !#$($2 $ , ,!#.. , %/,$#$
;$:(%!, $<%#$!:(,$ ,!# (,$9$, .,$ /% $.$#$ B$. 2

$*(  <? 2.3
	' *: . %
,$ #(.9.$-% - ,# 	,.$  $! $.$-#""0#,!:($ M$-#! % 7$!:(,$ $$ # % 
$,!$ $!:($($2 ..$  ,$!$ $#(" $ ,!# L$ ":( $$,!*  ? #(.$*  ,$  %
#$!:(,$ .,:($ #$..$  $! ,!#..! $,#$#$* 7$!:(,$ $$ (!$%#$!:(,$ $ %$08#
9$-"$* !   /% $,$ 9.$-% C(#2 	,$ !".. % $,$ # 7"$!#$..# $ $*
C $,#$$ !$, % $,$ ,0."9$,# 7$,$!$ D)Q6G2
-2 "#
""
 @0 $  	

0#! . , 
  5 T1 ! 0 $,
 
   >
     2>
  :8
   $
    =1  !
,$ $,#$$ %:( -"$/,$.. $%#/#$ $ % ,!#  $ =% %0". D)Q)G2
,$ B%-#,"!$,!$  $! , 992 N245  $!#$..#$ $8#$! ,!# ,$ ".#@ %:(  ! 7"  $
". $.$-#" $ $/$%#$ $.$-#,!:($ =% %0".$. , $,$ $.$-#,!:($ B$. -"0"$#$
, <,:(#% $/$%#*  ,$ .,$ , /,:(#% 7,,$# % , 3,:(#% -"!## ,!#2 !
,!# %>.,:(  ,$!$! B$. /% $/$%$* "($  ? %:( $,$ $!#-"0"$#$ !$-$:(#  /%
$<,!#,$#2 ,$ ,!#..",$#,$% % $  $!(.9 !" $8(.#*  ?  ,$!$ $!#-"0"$#$ ,
/,:(#% /$,#* C  ,$  $ $.$-#""0#,!:($ M$-# %.. ,!#2  !" %  ,$ <"0"$#$
 9$#,M# %    $,$ .,$$ B%-#,"  ,$!$ B$. -"0"$#$ ,!#* !" ".#*  ?  %:(
.,$ ,# / 7,,$$ , 2  %:( , $, , <,:(#% 0".,!,$#$ !$!#(. ,
/,:(#% 9$.$-#* ..! $,$ 0%   $  $.$# , 2
*:2: & 	(
$%$.,:( % $  ,$!$ B"  $!  C $,$ 9$!" $! $,:($ % $.$#$ $.,!,$%
7" =!,#:(, D)Q4G $,$!$#/#2 ;$,  ,$!$ <0$,$# % $ #(.9.$-%$ 7"
N  U- 9$, $,$ $..$.8$ 7" )6NF  9$,:(#$#2
-2 4  35
 .	

%%  $ $ .,:($ 0$#%  $! ,!#..! #$#$ %$,$.,:( ;$%%!$M$-#$ 9$,
%:(#,##  $! !$!#(.!  %:( $,$  %2 ,$ A(.  $ <,. %W>!9$ %-
#$

,!# $, ?  C* ,$7,$.$ %-#$ 7" !$ $#$# $!0":($ $ $ ->$*
"($  ? !,$ !,:( ,$(.9  $ #(.#,..$ C9$.00$2 ,$! ,!# $,$ 8%?$!# ,:(#,$
$/(. $,$! !*   !,$ 9$!#,#* "9  ,$ "$ $,$ $##$ 9$, $,$ 9$!#,#$
9!#  $ "$ %#$$, $ ":( $#$# $!0":($ $ $ ->$ " $ ,:(#2
, %?!#(. - $,$ ,!#.. ,# 	>($ D ≥ 2w0 0!!,$$2 B..! , D = 2w0 !$#/$*
$,9# !,:(  ,$ A(.  $ %W>!9$ %-#$ N .! =%"#,$# %! #(.9.$-% %  $!
XM%!,-$.! $,$! %?!#(.! ,# #(.#,..$ w0 % /%$(>,$ XM%!,-$.
Θbeam = λπn0w0  $! !$!#(.! , B..$ $,$! "00$.0,!! /%
N =
Θ
Θbeam
=
π l n40r63
2λ
Ez. &N2N+
,$!$ $/(.  $! ,!#..! (8# %?$ 7" % $#.$ #$,.-"!##$ % ":(
 $ 8$  $! ,!#..!*  $ 7$$ $#$ !$$..$.8$ %  $ $.$#$ 9.$-$. 
92
BC $,$ ,!#.. &n0 = 1, 48+  $ 8$ )4R  $,9# !,:( 9$, $,$ #(.#,..$
7" 2w0 = 2  =  % $,$ <,. .$9$ 0% 7" F - $,$ A(.
 $ %W>!9$ %-#$ 7"  P 1Q2 ! ,!# C  ,$!$ "I%#," %:( .$,:(/$,#,
 ,$ <,.$ /(. 7" "$* ,#  $$ =%#$$:(%$ ,  $ .,$$ "$..$
 %:($C(# $ $ ->$2
$ %#$!%:(#$ $.$-#""0#,!:($ $W$-#"

9$,#$# :(  $ ,/,0  $! .,$$ #!
7$!.$ $.$-#""0#,!:($ M$-#$! &":-$.!M$-#+* "9$,  $ r41"$O/,$#  $! $.$-
#""0#,!:($ $!"! $,$! ,!#..! 9$%#/# , 2 ,# 9$..$$#$ C 
%  $ ,!#..9$!!%$ $,9# !,:(  ,# $, #($"$#,!:($! 9.$-7$>$ 7"

 
 E 
#  # $

5 $*( *#D 9	$ .Q  <? 2.3
	* *: . %
Θ
U = 3, 15
 
-
9$, $,$ $..$.8$ 7" 4R6 2 $$!!$ % $ $, $# C  !
9.$-7$>$ 7"@
Θ
U
= (1, 80 ± 0, 24)  
-
&N2E+
.7 8	
  ,$!$ 9!:(,## $ $  ,$ 0#,-$ !""(. /% :($,!  $ "$ .! %:( /%
,/$.,"$!0$:(% 9$!0":($2
-6 7 8
#	
  I
    ! 
  I
    / 
    / 
. 
. 
. 
. 
 0   
: 1 I
  
<  ' ( ?  " 
  
<  ' ( ?  " 
 @; :5       "! (


   # ,B   "  :
 
    ! #     
1   ! #   : C
f1 = 15 8 f2 = 300 8 f3 = 100  
 f4 = 100 ! # 
     1 λ = 633  ! *
 U
 

   λ = 280  Aλ = 230, 6 ) 
H   
   /, J8@N AJ8?M@) 
!
! 7"  $ "$ 9$!#(.#$ B.%"$!/$/.,:(# , ,# $,$ , -%% "#,$#$ !$(
-%/9$$,#,$ =%/.,!$

% $,$ /$,#$ ,!$ %?$(.9  $ -%%-$

' 0   E &= 
*:: ; 	-
% $, A,!:($9,. 9$9,. $# &!,$($ 992 N24F+2 "# , ,# $,$ $:(#$:-,$ ;.$ $
#$%.,:(# !" $,# ,$ >.,:( 9$!:(,##$2 :( (#  ,# $,$ !:($-9$
0,$$.  ,$ >.,:(-$,# ,# $,$  ,##$ ,!$ $#$ $ %  ,$ $

" $ ,# $,$
$,#$$  ,##$ ,!$ , $,$ ("#"$7$7,$.:($

+ &+ 9/%9,. $2 ,$ $..$
.8$9(8,$ =%#$$O/,$/  $ $ %  $! ! .,$# C λ = 280  9$, $#
46 \ % C λ = 231  9$, :2 56 \2 ,$ $!#7$>?$%  $! 99,. %!!3!#$!
9$#8# :2 562
%%  $ :("#,!:($ ,!0$!," !,  ,$ ;$:(%!, ,:$! 9$,  $ L$$,.,$ $.
.$.8$ λ = 280  % λ = 231  ,:(# , $#,!:( &Mg P )*FQFT Mg P )*146+2
 %:( .,$$  ,$ ;,. $9$$  $ 9$, $ "$!"#$ , 7$!:(,$ $$ ;,. $9$$ % $!
,!# ,:(# >.,:(* 9$, $ "$!"#$ .$,:(/$,#, !:( 9/%9,. $2  !""(.  ,% .!
%:( $!,% .$,:(/$,#, 99,. $ /% ->$* ,!# $! "#$ ,  $ #(. ,# $,$
 ,:(",#,!:($ #(.#$,.$ , $,$ $,$ #(. 9$, λ = 280  % $,$ $,#$$ 9$,
λ = 231  %/%!0.#$2  ->$ 9$, $ #(.$ $#$# ,# %#$!:(,$ .,:($
0#,-$ !:( 9$9,. $# $ $2 ,$ :("#,!:($ 9$#," -  %:(  $ ,!#/
$,$! :(/!:(,. 0,$$.9L$-#,7! 7$,$ $ $ $2
! 9$!#$($ .8$*  ,$ ,!$ , -%%  %:( $,$ ,!#C.0% ,# (":($#,$ 9
L$-#,7 /% $!$#/$2 BC  ,$!$ ,!#C.0% ,!# ,  $ "9$$ #(.0.##$ $,$ %!!0%
7"( $ &!,$($ 992 N2R+2 ,$ ,!$ ,!#   $ #(.0.##$  "!,#," 	 &,!$(.#$+
$9:(#2
-6 1

#
 #	
,$!$! $0.#$ ;%#$,.  ,$#* ,$ "9$ 9$$,#! $8(#* /% B"-%!!,$%  $! !$!#(.!
% $,$ #(.#,..$ 7" ) µ2 ,# !"..$  ,$ "$ ,  $ $##$ $,/$. $!0":($
$ $ &!,$($ 992 N241+2
,$! ,  %:( 9.$-%  $! %  ,$ ,##$  $ "$-$##$ $,:(#$#$ !$!#(.!
 %:( $,$ $.$-#""0#,!:($ $W$-#" &!,$($ 0,#$. N2R2)+ % !:(.,$?$ $ B"-%!
!,$%  %:(  ,$ ,/$.,"$!0$:("0#,-2 9$, , $, 9L$-#,7 9,! % 16  
 ! B..$/$#% ($$9:(# &!,$($ 992 N2R $:(#! 7" "9$ -"$ +2   ,$!$

$	6( '( 
&;<&B	?F . &;?>  B

'( &KKB' 
	2 *: . %
 
 
	
  	
 @> >(
  ",! # > >1
   /  8 H   "  ! >2
 , 
 >1  "  ! # $,
  
 4  , #T, A0#) A - K!?!&)!
0#,- $,#$ 7"  $ "$-$##$ $#$# ,!# .!  ,$ :($,!"0#,-* $,9# !,:( $, $#!
!:(.$:(#$$ $#  $ BA(. 7" 4*12
,#  $ ,#$!,7$ !#(. ,:(#  ,$ $0I .,:($ $ (,#$  $ :($,!"0
#,- /$!#># " $ 9$!:(8 ,#* % $  $ #(.$ !" $8(.#*  ?  ! #$!,#8#!0"I.
 $! !#(.! $,$ ,,.$ 9$.00 ,#  $ :($,!"0#,- 9$!,#/#2 , /%!8#/.,:(
$9:(#$ (%##$ -  $ ,.. 7" !$.,:(# ,  ,$ :($,!"0#,- 7$(, $2
Kapitel 7
" 	
 	
    


($ B.$,? -$, $,!2
%!$($ 7"  $ , ($  ,$!$ 9$,# %$9%#$ -%%$/,0,$#$ 9$!:($,9#
 ,$!$! 0,#$. <0$,$#$*  ,$ ,# 7$!:(,$ $$ B..$#30$ ,  ,$!$ -%%#"0
 %:($C(# % $2 ;$!:(,$9$ $ $  9$, /%$!# $9,!!$ ,#  $ .#$ B..$
#30*  $ .,$$  -00$..$* %  :( ,#  $ $%$* !0$/,$.. C !30#($#,!:($
C(.% $#"$$ B..$#30*  $ ,$!#9..$2
5 1 	  
 


9 #
 
 
24

+
(	

$ %9%  $ , $,#$$ 9$!:(,$9$$ <0$,$#$ ,!# 9,! %  ,$ B..$ !$.9!#  $
L$,$*  $ , 0,#$. N 9$!:(,$9$ % $2 ,$ B..$ ,!# $,$ .,$$  -00$..$* ,$
,  $ "-#"9$,# 7" 2 ;. % 9$!:(,$9$ D1G2 ,$ % $   ,$ "9$$ #(.0.##$

,+B    Q)  J
0I
	'3 -: . %
 
         
       
    
       
G46  
 
 
 A /  2 (

   0,! #
/     /4    $ 
8  
  (  (B8  0,, 
 
  !
 $ 	.#$%  $,$ % 18◦ %!  $ $#,-.$ $ $(#$ 9$$ $!:(%9# &!,$($ 992
E2)* B &.#$ B..$++2 ,#  ,$!$ B..$ ->$ 8-%.$H%$/$ 9,! /% N 	/ % <,.$
:(,%!$H%$/$ 9,! /% N66 -	/ $$,:(# $ $2  !,$(#*  ? !",# , %#$ 8
($% 7" $,$ .,$$ B..$ $!0":($ $ $ -* "9$,  ! $(8.#,!  ,$!$ 9$, $
B..$$H%$/$ 9$!#,#* ,$7,$.$ "$ , $,$ .,$$ $##$ $!0$,:($# $ $ ->
$ &7.2 .2 &525+2 99,. % E24 /$,# $,$ ,  ,$!$ B..$ 9$"9:(#$#$ N"$,!#..2
9 #
 
 
115
+
+
:

,$ 0$,:($% 7"
115

+
, , $!#$ ,,$   %:( $!:($#*  ?  ,$ B.%"$!/$/#$
 $! 7$$ $#$ C(.C9$! % $( .! $,$ B-#" )66 -.$,$ ,!# .! 9$, $
-:	: +     	'	

              
















 A
24
3
+
6"-
!,% &ΓIn = 2π · 360 -	/ , $.$,:( /% ΓMg = 2π · 42, 7 	/+2 ! $,$! !,:( L$ ":(
.! $, "?$ "#$,.*  ?  $ #(.$  $ 99,. %!"0#,- !:(" 7"($ %  ! 
$!,%!,. L%!#,$# " $ 2 %%  $ 7$!:(,$ $$ ;$:(%!, ,:$! C  ,$
$!,% %  ,%$..$.8$  L$ ":(  ,$ B"-%!!,$% ,  $  /%8:(!#
,:(# "0#,.2 ! % $  :( ,#  $ !" $% $$ #(.$ $, /$,#$  %
C  ,$  ,%$..$.8$ %$9%#* ,  $ "0#,. "-%!!,$# , 2
%:( .$$ $,$! $#$. ! 7" N  $#.  $ !$!#(.:(!$ % ,!#(.$
7" σ+0".,!,$#$ ,:(# , $,$  "00$.# !" "?$ B.%"$!/$/,#$!,#8# ,$ , .,$
0".,!,$#$ B.. $$,:(#2 992 E25 /$,#  ! $%!!0$-#% $,$ 0%M$!$-C(.#$
115

+
".-$ ,# $,$ 	$.,%#,. %:- 7" 1 · 10−5 92 A% 9!".%#$H%$/$,
:(% , $,  "00.$7$9$,#$#$! $..%!0$-#% 7$$ $#2 ! $%!!0$-#%
,!# !3$#,!:( /% $!"/$H%$/*   9$,  $ 7$$ $#$ %M$! %:- %  $
$,$!#(.#$ !$.$,!#% 7" )66 µ ":( -$,$ ,W%? 7" !$-C(.% " $ 
!$($,/% 9$"9:(#9 ,!#2
9 


 #
 
 
115
+
+
 "
24

+

:

A% $$,!$ 0$,:($% /$,$ "$!"#$ %#$!:(,$ .,:($ !!$ C!!$  ,$ B.
.$0$#$ , $$,!$ #9,.,#8#!9$$,:( 9$, $ "$!0$/,$! $8(.# $ $2 /%
% $  ,$ #9,.,#8#! ,$ 9$, $ "$!"#$ $$!!$ &992 E2F+2 ! #9,.,#8#!
 , 7"
24

+
% $  $,/$.$ "$ $$!!$*  !L$,$ 7"
115

+
 0%M$
	' -: . %
-6 -4 -2 0 2 4 6
0
1
2
3
4
5
6
7
 
 
 
T = 549 K
FWHM: 2.04 GHz
Laserverstimmung ∆/2π   (GHz)
Z

hl
ra
te
 (
kH
z)
-6 -4 -2 0 2 4 6
 
 
 
 A0 (
,
 
115
"
+
,! ( > 
  
,
 A
)!
!$-C(.#$ "$".-$*   -$,$ 0$,:($% 7"
115

+
"($ %M$! >.,:( % 
!",# %:( -$,$ ,!#..,!#," $.,!,$9 2
;$, .$,:(/$,#,$ 0$,:($% 9$, $ "$!"#$ $,9# !,:( L$ ":(  ,$ :(,$,-$,#*  ?
$, !,%.#$ "0#,!:($ :($,! 9$, $ "$!0$/,$! !:(,$, ,!# % , <0$,$#
,:(# :($,$!$ $ $ -"#$2 ,$! .,$# /% $,$  *  ?  ,$ B.%"$!/$/#$
 $! 7$$ $#$ C(.C9$! 9$, $!,% % $( .! $,$ B-#" )66 >?$ .!
9$,  ,% ,!# % !" $, "0#,!:($ :($,! 7"  ,% $<#$ $!:($# ,!#2  %?#$
!,:( .!" $,$  $$ :($,!$#(" $ 9$ ,$$* % $$,!$ 0$,:($% :(/%
$,!$2
,$!$ $#(" $ 9$!#$(#  ,* $/,$.# $,$ :(,%  $ $,$ " $  $$ "$!"#$ ,
 $ $$,!$ "$".-$ /%$$2 ,$! -  ,$ 8-%. " $ <,.$ :(,%  $
"$ !$,2 '$ ":( ,!# $! $,:($  ,$ <,.$ :(,% /% 7$$ $*    ,$ B$H%$
/$ -.$,$ !, % %%  $  $$ !!$9(8,-$,# , $,$ $.#,7 -.$,$$
B$H%$/,#$7.. .,$$ .! 9$,  $  ,.$ B$H%$/$2 /% .$#   $, 8%?$$!
.$-#" $0 /%!8#/.,:( /%  $ ".$$,!$ .,$$ $  % B0%$ $,
$ $,#$$ ,%!!:(,% , ;$$,:(  $ <,.$ !/,..#,"!$H%$/$  $ "$".-$
-:	: +     	'
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
a=-0.006+0.400q2 a=-0.007+0.775q2
a
In -W
ert
q
In
-Wert
24Mg
115In
 
 a M
g-
W
er
t
q
Mg
-Wert
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 0,24 0,28
0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
 
 
 A; $1   0,  
24
3
+


115
"
+
!


.    ! 6  !  $ "      
G46

0
!

-


-
!
$
K
%
(
!

$
	
#
8
-

&  !       F !  C    -  	 # 8 - 
     
            
 
 
 
 
 
  
  
  


 A> A)C#
 (
  "   (
,

  
, 
  -
  ! L  :
 A


   =)    
  (  0
 
/
 ,! A)C 5 0
  /
8 
 .
    1 !
	'' -: . %
2 ,$ 0.,#% $  ,$!$ :(,% 9$#8# L$ ":( % $,,$ /$( ,..,7".# 9,! ".#2
B..! 9$, %:(!#,$  ,$ B$H%$/  ,$!$ #>!0% ,#  $ <,.$ :(,%!
$H%$/ $,$ "$!"#$ C9$$,!#,#* $ $  ,$!$ $!"# , :(,% 7$!$#/#
% !",# $($,/#2  %:( 7$9$,#$# !,:( ,( $%!!0$-#% &!,$($ 992 E21++2 '$
:( $!#,%  $! $$ $ !$! $(>(# " $ $,$ ,#

!,:(  ,$ B.%"$!/$/
#$2 ",# ->$ 9$, $ "$!"#$ .$,:(/$,#, :($,$!$ $ $2   $ B.. $,$
".-$ ,!#  ,$ "00.%  $ "$ %#$$, $ !:(:( 7$.,:($ ,#  $ #($,!:($
;$$%!$$,$2 $!:(,$ $$ ,$ , 0,#$. 1 9$( $.#$ :(,%!" $ #$#$
 $!(.9 ,:(# %2 ;$,  $ $% $ $ .$ ,.,:( ..$ "$ $,$ !!$ %9(8,
7"$, $ /% :(,$ $$#2 !# , -,!#..,$ A%!# ->$ 7$!:(,$ $$
:(,%!" $ $$# $ $2 	,$9$, %? 9$ %:( 9$:(#$# $ $*  $.:($
.$-#" $  ,$ #>!0% $.$# , * % $,$ >.,:(!# ("($ "00.%   ,$ 7$
!:(,$ $$ " $ /% $$,:($2
9, '#	 
	 
 (;  
115
+
+
 "
24

+
,#  $ $ $ 9$!:(,$9$$ $#(" $ -"#$ %:( !30#($#,!:($ C(.% :($,$!$
$ $2 ;$, 0$,:($% $,$
115

+

24

+
".-$ "($ %M$!* 9$,  $ %
24

+
 "00.$$-C(.# , * .,$? !,:( !""(. 9$,  $ <,.$ :(,%!$H%$/ 7"
24

+
.!
%:( 7"
115

+
$,$ %($,/%  $ "$".-$ 9$"9:(#$*  ,$ C9$  $ ,9%:(  $
$!,%B.%"$!/$/ :($,$!$ % $ &!,$($ 992 E2N+2   ,$  ,%,"$ ,:(#
$-C(.# $ $* 9$ #"#/ $ %:( :( .8$$ A$,# ,:(#  ,$ B..$ 7$.!!$* - 7"
!30#($#,!:($ C(.%  %:(  ,$  ,$-# $-C(.#$
24

+
"$ $!0":($ $ $2
$-$(# ($,/$  ,$ /% :(,% $$#$  ,%,"$ %:(  ,$ $!,%,"$
%* ! $9$..! $,$ !30#($#,!:($ $:(!$.,-% $#!0,:(#2
,$ 9,! (,$ 9$!:(,$9$$ $<0$,$#$..$ $9,!!$ !, %!C(.,:($ , DRG  $!#$..#2


 #  " 5!" %   5"" ( , /   G
  $
-:: $,+   !% 	'(
125 150 250 300 350
14
15
16
17
18
19
20
M
ag
ne
si
um
 Z

hl
ra
te
 (
kH
z)
Anregungsfrequenz (kHz)
24Mg115In
 
 
 
 A@ (
   2 $
  

24
3
+−115"+",! 
  243+"  , ! #
2 0

 1 NJ .!
5 -
	 1 	  4	+


,$ $!!%$ ,#  $ ($.#" .! "$:($,!$8# % $  %:($C(#* % !,:(
.,$,$ '%!#$9$,#$ /% $!0$*  ,$ $>(.,:( 9$, %9% $,$ $%$* %9$
-#$ B..$ ..$2 ,$! .,$#  , 9$C $#*  ? , $,$ !".:($ ,#%#," :(".
$ $ $#$ % %$% " $  ,:(# 9$-# !, @  ,$ $<-#$ B0%!0.,#% $*
 2(2  $ H$#*  $  $!#"  $ $%$ #">$* 9$  $#!:($, $!#$ "(.  ,$
'%!#$  $ $$ $ !$!#(.$ %  $ 99,. %!"0#,-$2 $,.   $!(.9
$( .8%#*  ,$ #">$ /% !:($.. /% $#.$$$* ..!  $,$ /% ("($  $!#"
7$$ $#* ,!# $!  ,:(#,!#$ !:($.. "$ ,  $ B..$ :(/%$,!$2  $,:(!#$
$!:(,$(#  ,$! ,# %M$!-C(.%  $ "$ % :($,!  $ "$ ,# $,$ ($.
#"*    ,  ,$!$ B.. % $,$ $!%:($ ,# %#$!:(,$ .,:($ H$#$ 9$>#,#2
$,#$(, % $ ,#  $ ($.#" $!%:($  %:($C(#* 9$,  $$  ,$ !!$ 7"
%-$.,"$ 9$!#,# $ $2 %-$.,"$ !, $$$ "$*  ,$ ,#  $ $$ $
$!,% " $  ,%.!$ ,:(# $!"# !, %  $!(.9 %  $ $  %-$.
$!:($,$2
	'* -: . %
! ($.#" &!,$($ 992 E2R+ ,!# , $,$ $#..$(8%!$ $,$9%#2  % $ ,
 9$I $# !,:( $, $#/* $.:($! $#,7 $. $ ,!# &Umesh P 4)N +* %  ,$ 0"!,#,7
$. $$ "$ /%/,$($* ..!  ,$ B..$ %!$!:(.#$# , 2 %/  (,#$ ,!# 9$I $#
!,:(  $ ,!#,:(#$  $! ($.#"!2 ,$ (,$  %:(  ,$ %#$M$ $ "$ $/$%
#$ .$-#"$  %:(.%$ ,  $ ($.#">($ $,$ 0%! ,M$$/ 7" 5 -2
%:(  ,$ ;$!:(.$%,% %  ! %#$M$ %  ,$ 8 $ $#!#$(# %%  $ $
-C#$ B"  $! ($.#"!  %! $, 7$!#8-#$ %.!*  $ 7" $,$ A8(.$
$,!#,$# %   $ $?:"0%#$ $,#$$.$,#$# , 2
! ($.#" 9$I $# !,:( , 8($  $! B..$,##$.0%-#!* %  $ $$C9$.,$$ $
 L      
 L      
 
 
K % (   !
   >  9  
 7
   (
      9  
 7
' (      $ ! 0 
 0    F    
 AA $ (

   
  
 "!
$,#$  $ 99,. %!.,!$2 %:(  ,$ 8($  $! ($.#"! /% B..$,##$.0%-# % 
 $  ,# 7$9% $$ 	":(!0%* - $! %22 /% $/$%$  $! B..$0"#$#,.!
-"$ %  ,# 7$9% $$ .$,:(# 7$8 $#$ 0$,:($9$ ,%$2  <0$,$#
-"#$ L$ ":( % -.$,$ ,WC!!$ 9$"9:(#$# $ $2
-:: $,+   !% 	'-
 AD 02 (

  
 "  
 
  0,,! "     , 
 (

   -  (  4
 ! #     $1
   
 
 ,!
9 <=
 >1	
0
1

,$ %-$.,"$ ->$  %:( ;$#$,9$  $ .$-#"$-"$ "($ ;$%#/%  $ #"
>$ $,:( %!  $ 	,#$% ! $. $ $ $2 ;$, ..$ (,$ 08!$#,$#$ $!
!%$ ,#  $ ($.#" % $ /% C(.% 	$.,%%M$! ,# $,$ $!# %:-
7" 1 · 10−5 9 7$$ $#2 A% !!$9$!#,%  $ %-$.,"$ -  ,$ #!:($
%!$%#/# $ $*  ? "$ %#$!:(,$ .,:($ !!$ %#$!:(,$ .,:($ $!"/$H%$
/$ ,  $ "$..$ 9$!,#/$2 C9$ (,%! 9$!,#/$  ,$ <,.$ %  ,.$ !/,..
#,"!$H%$/$ %#$!:(,$ .,:($ !!$9(8,-$,#$2 ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/$
7,,$$ ,$ ωaxial ∼ 1√m &7.2 .2 &424R++2 ,$  ,.$ 8-%.$H%$/$ 7$(.#$ !,:(
L$ ":( ,$ ωradial ∼ 1m &7.2 .2 &42))++2
"-$# % $ /% !!$9$!#,% 9$, %#$!:(,$ .,:($ <,.$ ,!:(.%?!0%
$ %-$.,"$ $. $ % !:(.,$?$  %:( $,$ /%!8#/.,:(   ,$ B..$$.$-#" $
$.$# #>!0%*  $$ B$H%$/ C9$  $ ;$$,:(  $ <,.$ !/,..#,"!$H%$
	'2 -: . %
 AI 3
  #
,8  
  >
 ! #  >,   A42
+
)8
$,E A
+
2 ) 
 -25 A
+
2 )!
/$  %:($!#,# , * ,$ $ %!  $ B..$ $#$#2 B..!  ,$ B$H%$/  $ $$ $
#>!0% ,#  $ <,.$ !/,..#,"!$H%$/ $,$ $!0$,:($#$ "$!"#$ C9$
$,!#,#* $ $  ,$!$ 9$, $C$ "?$ #>0.,#% $ !" !#- $($,/#*  ? !,$  ,$
B..$ 7$.!!$ % 7" ($.#"  $#$-#,$# $ $ ->$2 %  ,$!$ # % $,!$
->$  ,$ !!$9(8,-$,#$  $ 7$!:(,$ $$ %-$.,"$ $% 9$#!#$# $ $*
" %:(  ,$ $.#,7$ !!$7$(8.#,!!$  $ $$$ %-$.,"$ $,##$.# $ $
->$2 %! $#,!  $ B$H%$/$ 9$, 0$,:($% 7" $!,% - $,$ 9!"
.%#$,:(%  $ !!$ $$,:(# $ $2  B..$  $ <,.$ !/,..#,"!$H%$/$ $9
!,:( ".$ $ $!!% &!,$($ 992 E2Q+2 ,$ $$!!$$ #"$ !!$ .,$$ 9$, )R* 4R
-:: $,+   !% 	'
% FF* $#!0$:($  $ "$ 7" !!$* #,:-!#"M % "(.$ ,"<3 2 $.$,:( ,#
$,$ #30,!:($ $!#!!0$-#% $,$ %9"".$-%.0%0$ $,9# $,$ ($7"$ $
9$$,!#,% ,#  $ $(.#$$ $9,!2
! % $ $9$..!  ,% % $!,% ,  $ B..$ ,#  $ ($.#" :($
 AJ >,
  
,

   0

,  2 · 10−10 ! (
   =
,  +
>,  (1,   3, ! (
 BH =,    3,  8   E
8 , 8 H  > BH 3    
3 
 &? 
8 ? 
 
 << 
 ,! # 1, - 
   42
+
A&? 
)8 $,E A
+
2 ) A? 
) 
 -25 A2)
A<< 
)!
,$!$2 ,$ $!!% 7"  ,.$ !/,..#,"!$H%$/$ , 9(8,-$,#  $ $.$#$
B0%!0.,#% $ /$,# 992 E2))2 ! %!  ,$!$ $!!% 9$!#,#$ !!$7$
(8.#,! !#,# , ($  $! $?$(.$! ,#  $ #($"$#,!:($ C9$$,2
,#  $!$.9$ $#(" $ -"#$ !" %#$!:(,$ .,:($ 
+
!"#"0$ %#$!:(,$ $ $ $2
992 E2)4 /$,# $,$ $!!% ,#
24

+
% 
25

+
2
	(3 -: . %
 A > $
;
  /
,  
 >/$

! 3 ,    
*
   ;
 
 3
C
ωradial = 1√8q
′
ΩRF !
5! 1 	   4	+


,$ :(".$ $ $!!%$ % $ , ($  ,$!$ 9$,# ,#  $ , 0,#$. N
9$!:(,$9$$ $<0$,$#$..$ %9%  %:($C(#2
-:: +    !% 	(	
 A > $
;
 
24
3
+


25
3
+

/
,   >/$

! /   -
 
24
3
+
D 8     3   " m = 25, 3±0, 6

!
9 

0
1

-::	:	 " 4A&
A% (-#$,!,$%  $ $%$ B..$ % $ :(  $ $!#$ $".$,:($ 0$,:($%
7"
24

+
".-$  ,$ B..$$H%$/$ 7$$!!$2 ,$! $!:(,$(#  %:( .$$ $,$
!,%!>,$ #>!0% 7,9.$ B$H%$/  $,!!$ B..$$.$-#" $2 BC "0#,.$
"00.%   ,$  ,.$ :(,% % $  ,$ /%!8#/.,:($ $:(!$.!0%   ,$
.$-#" $ 5 C9$  ,$ /$ ;$,#$ &5+ $.$#2 99,. % E2)5 /$,#  ,$ $!!%  $
 ,.$ :(,%!$H%$/$ , $.$,:( /% "0%#$!,%.#,"2
	( -: . %
 A0 .  02 
 $
   
;
! # $
  +    

 !
, B,#   ,$ $<0$,$#$.. 9$!#,#$  ,.$ !/,..#,"!$H%$/$ , 9(8,-$,#
7" ",#"!,. UMon,pp $,9# ωradial = 2π ·
(
A + B UMon,ppV
)
-	/ ,# A = −116 ± 62
% B = 703 ± 222 %!  $ #$,% ; -   ! $(8.#,! XL 9$!#,$2 %#
($",$ ,.# C  ,$  ,.$ :(,%!$H%$/$ ,# a = 0@
ωradial = ωsa¨kular =
1√
8
q
′
ΩRF =
e√
2mΩr20
X
L
UMon,pp &E2)+
",# -  %!  $ $!!%  $  ,.$ :(,%!$H%$/$ , 9(8,-$,#
7"  $ ",#"!0%  ,$-#  ! $(8.#,!
X
L 9$!#,$* $.:($! !,:( /%
X
L = 112±4
$,9#2 ! ,9# % /$, >.,:(-$,#$  %  $,/$. /% 9$!#,$2  - %!
-:: +    !% 	(
 $ ,:(%  $! ",#"!,.!  &!,$($ 0,#$. N2)* 992N25+   ,$-# 9$!#,$2 ,$
$%$$ $#(" $ 9$!#$(# L$ ":(  ,* $,$ $# C
X2
L %!  $ #9,.,#8#! ,
/% 9$!#,$* ",#  $9$..!  %  $,/$. 9$!#,$ -2 ,$! , ,
0,#$. E252F $!:($($2
;$,  $ "9$ $#$ "0%#$!,%.#," % $ /% ;$!#,%  $  ,.$ B..$
$H%$/$ , 9(8,-$,# 7" HY$# 9/2  $ $.$#$ B0%!0.,#% $*
,$ 9$$,#! , 0,#$. 521 9$$,#! -%/ $8(#* C 7$!:(,$ $$ B0%!0.,#% $
 ! !$% "0"#$#,. 9$$:($# % C  ! !" $(.#$$  ,.$ "#$#,. $, H% #,!:($
B,# , 8($  $! B..$/$#%! $#.  $ 9$, $  ,.$ 	%0#:(!$ &!,$($ 992 52E+
 %:($C(#2 " $(8.#   ,$-#  ,$  ,.$ !/,..#,"!$H%$/ , 9(8,-$,# 7"
 $ B0.,#% $2 ,$! ,!# , 992 E2)5  $!#$..#2
-::	: . 4A&
,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/$ % $ $9$!" ,$  ,$  ,.$ !/,..#,"!$H%$/$
 %:( $,$   $ .$-#" $ .,$$ $ #>!0%* $.:($  ,$ "$ $!"# $#*
7$$!!$2 '$ ":( ,!# $! ,  ,$!$ B.. 9$!!$  ,$ #>!0%   $ .$-#" $ 4
% 5 &!,$($ 992 525+ /%.$$* % $,$ 9$!!$$ "00.%   ,$ <,.$ " $ /%
$$,:($2
99,. % E2)F /$,# $,$ $!!%  $ <,.$ :(,%!$H%$/$ , $.$,:( ,# $,
$ "0%#$!,%.#,"2 ,$ 9$,  $  ,.$ :(,%!$H%$/$ %:( % $ /% ;$
$:(%  $ <,.$ B..$$H%$/$ $,$ -"-$#$ B..$9$!:(.#% /%$!#  $ !$%
 "0"#$#,.#$,. %!$$:($#* $.:($ 7" $:(!$.!0%!#$,. ($C(# %  :(
 $ #$,.2  :(".$ $ B.. % $ URF = 300V 7$$ $#* ! $,$ HY$#
7" 6*55E $#!0,:(#2 :( % $  ,$ <,.$ !/,..#,"!$H%$/$ C 7$!:(,$ $$
0%!$#$  &4.*4+ %!$$:($#* "9$, L$$,.!  !!$.9$ "#$#,.  ). % ) $
.$# % $2 ,$ 0%!$#$  &).*)+ !, 7" %#$$" $#$ #$$!!$*    ,$!$
.$-#" $ !$( $,# 7" B..$/$#% $#$# !, % !",# $,$ 7$:(.8!!,9$
,W%? %  ! "#$#,. ,  $ B..$,##$ (9$2 ,$ % $ L$ ":( ,$ , <0$,$#
% 46  $!$#/#2 ",# % $ .!"  ,$ "I%#,"$ &46***46+  9$$:($#* "9$,
 7" 6  9,! )1  7,,$# % $2 $ ($",$ $#!0$:($ &7.2 .2 &424R++ , $,
	(' -: . %
 A; (2 ;

%/$.>,$ $.% $#$#* $.:($ , 992 E2)F %:( /% !$($ ,!#2 , B,#   ,$
9$$:($#$ %7$  $ "0%#$!,%.#," $,9#@
ωaxial = 2π
(
10-	/+ 117-	/ ·
√
U
V
)
&E24+
, $#!0$:($ $ B,#   ,$ $<0$,$#$..$ #$ &!,$($ B,# #$ , 992 E2)F+ .,$$#
$,$ $#! -.$,$$ "-#" 7"  $ %/$.2 ,$! ->#$ %  ,$ >?$  $ 9$,  $
$!!% 7$$ $#$ "$".-$ /%C:-/%C($ !$,2 "$* $.:($ ,:(# ,  $ B..$
,##$ !:(,$* $($ $, W:($$! <,.$! "#$#,. % 9$!,#/$ !",# $,$ -.$,$$
<,.$ :(,%!$H%$/2 ,$ ,##$.% C9$  ,$ /$ "$".-$ C $ , ,##$.
$,$ -.$,$$ :(,%!$H%$/ .,$$2
-:: +    !% 	((
 A> (

  >;
  (1,  
 /
 
 
  UDC 0! # 3
 

  ;F 6 J8<< AURF 6 7N? .) 
 ! #  $B


  0, 7      8  H   
$
  ,  ,!
9 ?
	 "
 >@
	# "
 :
	

%% 7" %#$!:(,$ .,:($ "#-#0"#$#,.$ " $ %.$,:($ -0/,#,7$ "00.%
$ /,!:($  $ %:(C(%$ , $!"/#!"#"-!#$ " $ , $!%:(!%
9% !$.9!#* - $! /% -.$,$ M!$#0%$ /,!:($  $ 7$!:(,$ $$ A%.$,#%$
/% B..$ -"$2 $!(.9 ,!# $! !$( ,:(#,* ,!9$!" $$ , 	,9.,:- %  ,$ $(.$$,$
;$!#,%  $! #9,.,#8#! ,$!*  $ $%$ $# /% 9$!#,$*  $  %
?$ .$$ %?* !"  ?    $ B..$ $,$ $# 7" %.. .,$$ (#2 ,$ 9$!#$
$#(" $*  ,$! /% 9$$-!#$..,$* 9$!#$(#  ,*  ,$ %!0.#%  $  ,.$ !/,..#,
	(* -: . %
"!$H%$/$ , 9(8,-$,# 7" $.$#$ DC$# /% $!!$* %  $ ,,.$
%!0.#%  $ DC 0$# /%/%" $*  $  P 6 $#!0,:(#2 B..! -$,$ "00.% /,
!:($  $ 9$, $  ,.$ !/,..#,"$ 7".,$#* $#$#  ##% 9$,  P 62 ,$
7"( $$ "00.% ->#$ L$ ":( %  ,$ >?$  $ 9$,  $ $!!% 7$$ $#$ ".-$
/%C:-/%C($ !$,*   9$, "?$ ".-$  %:(  ,$ "%."9$:(!$.,-%  $ "$
%#$$, $ 9$, $  ,.$ :(,%$ ,#$, $ -"00$.2   ,$ $(.#$$ #$
% $ $,$ !3$#,!:($ B,#%-#," 8(.,:( ,$ 9$, $,$ 7$,$ $$ $%/% /$,
$ #"$ ,7$%! $I##$# &!,$($ 992 E2)1+2 ,$ ,,.$ %!0.#% $9 !,:( 9$,
DC 0 = (0, 21 ± 0, 04) 2  ..$ :(".$ $ $!!%$ % $  ,$!$ DC$# 7"
$.$ DC$# 9$/"$2
,$ 9$$,#! "9$ $8(# !0.#$  ,$  ,.$ !/,..#,"!$H%$/$ 9$, $!$($,# $,
 A@ (

   ;
!
$! $#$! %2 ,$! .8?# !,:( ,#  $   %:( , %/,$#$ 3$#,$9$:(% $-.8$2
,$ ,/$.$!!% %! 992 E2)1 C DC P 6*41  ,!# , 992 E2)N  $!#$..#2 $%#.,:(
$-$#   ,$ 9$, $ ,9C:($  $ $!,%B.%"$!/$/ %%  $ $% 
 $ .$-#" $ %  $   %:( 9$ ,#$ %($,/%  $ "$".-$2
-:: +    !% 	(-
9 #
 
 
24

+
(	

%!$($ 7"  $ 0$,:($% 7"
24

+
".-$ ,# %M$! .! $!#$ :(,##* %
 $ % "($ %M$! 9$, $,$ %:- 7" :2 1 · 10−10 9 7$!%:(# "$,!#..$
/% $/$%$2 /% ,#  %!$($ 7" $,$ "?$ ".-$  %:( .$$ $,$! 
$#$!   $  $! #9,.,#8#!9$$,:(! /(.$,:($ "$ !" .$ %!  $ B..$* 9,!  ,$
,,$9$,#$  $ "$".-$ ,  ,$ 8($  $ #C.,:($ ,,$9$,#$  $! 7$$ $#$ C(.
C9$! ,!#2  ,  $! ,  $ $$. ,# $,$ "$ /% #% (9$*  ,$ :(
$".#$ ,!#..,!#," $,$ .,$$ $##$ 9,. $2 A% ,!#..,!#," ,!# $! $#!:($, $ *
 ,$ ,-"9$$% /% ,,,$$* $.:($ ,$ $% -,#,!:( 7"  $  ,.$ "!,#,"  $
"$-$##$ ,  $ "$..$ 9(8#2   ,$  ,.$ "!,#," /% 7$8 $ % $  ,$ ,
0,#$. 525 $.8%#$#$ $!:(,$9$!0%$ H % V 9$%#/#2  %:( 7$,$#$
!,:(  ,$ ,,$9$,#$  $ "$".-$ $,#$* 9,! ,!#..,!#,"  %:( $,:($! :$  $
!$$H%$/ >.,:( % $2 99,. % E2)E /$,# $,$ (!$C9$ $,$
24

+

".-$ /% $,$ "$-,!#.. D)54*)55*)Q5*)QFG2 ,$ $#$  $ "$..$ $ (,$9$,
&46*1*1*46TP6*HYP 6*4NETH P 6*41*V P6*N)+2 ,$ 7$9.$,9$ $ $9$,#$%
 $ $!"/ -"# 7"  $ 8##,%!7$9$,#$%  $ $$ $ !$2 , $
9,. $,$! !".:($! ,!#..! ,!# , 99,. % E2)R /% !$($2
9, 		A	"
! #9,.,#8#! ,  $ "$..$ % $ ,# -.$,$ "$-,!#..$ 7$$!!$2 9$,
$(#  ".$ $?$ 7"@  .8 #  ,$ B..$ 9$, $,$ 9$!#,#$ H$# % $(>(#
  :( $,:($ $,$ ,!#..! !".$  $ $#* 9,!  $ ,!#..  ,$ B..$ 7$.8?#
%  ! B.%"$!/$/!,. $,9,:(#2 $ !" $.#$ %-# #8#  .! $/0%-# ,
$, H, $,2 , !".:($! /$,# 99,. % E2)Q2 %%  $ /2A2 $!:(."!!$$
.$-#",- - -$, DC$# >?$ .! )4*1  $.$# $ $* $!(.9 99,. %
E2)Q %  $ %#$$ $,.  $! #9,.,#8#! ,$! /$,#2 %:(  $ !3$#,!:($ B,#
-"#$ 9$  ,$ H% #,!:($ #$,%  $!  $!  $! #9,.,#8#! ,$! !$( $%
9$!#,# $ $2 %?$ $ -"#$  ,$ "9$$ $/$ %  $ HY:(!$ 9$!#,# $ $*
"  ,$ "$  ,$ B..$ 7$.!!$2 ! <,.$ Mon,pp 9$#8# 5*E * ! $,$ HY$#
7" 6*N4 $#!0,:(#2
	(2 -: . %
 AA 02   -  3
+

,! # :
 
  3O 
  &JJJ
34 
 ,! 1  $   
7 34.
  =   ,
 
 ,
 *
8 ,   -,   -
! # -, ,
  B .,
  :  "! " ,

   :   
   H .
 BH
  , *
! # 1 ,   - 
/
 
1 8 
   
 >   BH 
 ,
 
  A 
 %&78&@7')!
%!  ,$!$ $!!% .8?# !,:(
X2
L 9$!#,$2 ,$ 	$.$,#% $".# ".$ $?$2 %#
($",$ &!,$($ ( + 9$!,#/#  $ "9$$   $! #9,.,#8#!9$$,:(! , %..#$ 8($%
$,$ H% #,!:($ 9(8,-$,# ".$ $ B"@
a0 =
1
2
q2 &E25+
$#/#  , .2 &E25+  ,$ $I,#,"$  $  % H$#$ %! .2 &42F+ %#$ ;$C:-!,:(#,
%  $! 0%!7$.%!#-#"!  $,*   $,9# !,:( ,# URF = X ·UMon,pp ".$ $
.$,:(%@
UDC =
e
2mΩ2r20
X2
L
U2Mon,pp = A · U2Mon,pp &E2F+
-:: +    !% 	(
4,6 4,8 5,0 5,2 5,4 5,6 5,8 6,0 6,2 6,4
4,4
4,6
4,8
5,0
5,2
5,4
5,6
5,8
6,0
6,2
6,4
Axiale Position
R
ad
ia
le
 P
os
iti
on
 AD
24
3
+
7"-! 0 1 
8 H  , " 

, 8 1    "   !
# , 
     >
  , 3,


 ,
  !
 AI 3 ",  $1 

 .!
	*3 -: . %
%!  $ !3$#,!:($ B,#  9$, $ #9,.,#8#!$/$ %! 992 E2)Q $,9# !,:( 
/% A = (6, 3 ± 0, 3) V −12 ,# $(8.#  $,$ $#  $  %  7$-C0#@ X2L =
16300 ± 8002 %!  $ $!!%  $  ,.$ :(,%!$H%$/$ , 9(8,-$,#  $!
",#"!,.! &!,$($ 0,#$. E252)+ $(,$.#  $,$ $# C
X
L 7" 112± 4* !"  ? !,:(
 $ ",#"$,:(-#"  %  $ 0%!7$.%!#-#"  $$9$ /%@
X = 146± 9 &E21+
L = 1, 30 ± 0, 09 &E2N+
$ #($"$#,!:( $,##$.#$ 0%!7$.%!#-#" ,!# )*56 &!,$($ 0,#$. 5212)+* ! !$(
%# ,#  $ $<0$,$#$.. 9$!#,#$ $# C9$$,!#,#2 $ ,# $,$ !#-"0 $,#
#$.#$ ",#"$,:(-#" $9 !,:( /% 135, 1 ± 0, 5 &!,$($ 992 N25+2 ,$ 9$$,#! $.8%#$#
, 9$,  $ $!!% %! 992 N25 ,  ! 3!#$ $,$,M$* $!(.9  ,# $,$
!3!#$#,!:($ B$(.$ $:($ %?#$2 "#/ $ ,!#  ,$ 9$$,!#,% $!#%.,:( %#2
9* 
8
#
	
,$ ,:(#,$ "%!!$#/% C !#9,.$ "$-,!#..$ %  ,$ % /%!# !-C(.% ,!#
 ,$ "0$!#,"  $ ,-"9$$%2 $.:($ ,W%?  ,$ ,-"9$$% %  ,$ 
!$-C(.% (#* ,!# , D)Q1G %!C(.,:( 9$!:(,$9$2
! ,9# $($$ >.,:(-$,#$* ,-"9$$%!-"0$!#," /% $$,:($2 ,$ , ".$
 $ 9$!:(,$9$$ $#(" $* $.:($ %!C(.,:( , D))FG 9$!:(,$9$ ,!#* 9$ ,$# !,:( $,$
B"$.#,"!$#(" $* 9$,  $ , 9(8,-$,#  $ (!$  $ BB..$!0%  ,$
B.%"$!/$/  $! "$-,!#..!  $#$-#,$# , 2 $9$ !$,$ ":( /$, $,#$$ $#$-#,
"!$#(" $ $C(# D)QNG@  -  ,$ $8 $%  $ ,##.$$ "!,#,"  $ "$
9$"9:(#$* ..!  ,$ B..$0"#$#,.$ 7$8 $# $ $2 ,$ $,#$$ $#(" $  $#$-#,$#
 ,$ $,#$98 $* $.:($  %:(  ,$ ,-"9$$% $/$%# $ $ &!,$($ %:( 0,#$. F24
9/2 F25+2 %:( $8 $%  $ "$0"!,#," - $$,:(# $ $*  ?  ,$ $,#$98
 $ 7$!:(, $ % !",#  ,$ ,-"9$$% -"0$!,$# , 2
,$ >!%  $ , 0,#$. 42) 9$( $.#$ ;$$%!.$,:(% !$#/# !,:( ,  ,9#,!:($
8($% &!,$($ ( B+ %!  $ .!$ 8-%.9$$% %  $ !:($..$ ,-"
9$$% 9$,  $ B..$$H%$/ /%!$2 ;$, "( $!$, 7" ,-"9$$% , 
-:: +    !% 	*	
  	



































 AJ   3,
    3
  /

1! #  #
  :

 >
5  " 
   "1
  /

!
 %:( B	$,/% D)6EG*  ,$ "$".-$ $($,/# % ,!#..,!#,"

7$(, $#2
;$, $,$ .,$$ "$..$ !"..#$ ,  $... %! 3$#,$C $ $#.  $ B..$
:(!$ -$,$ ,-"9$$% %#$#$*    "# -$,$ BB$. -"0"$#$ %#$#$ !"..#$2
B..!  ,$ "$-$##$ 9$ ,  ,.$ ,:(#% %% 7" "#-#0"#$#,.$ %  $
.$-#" $ " $ !"!#,$ #>$. $ ,$ /2;2 $.$-#,!:($  %$ %  ,$.$-#,!:($
#$,.,$ ,$ /2;2 $,-$ %!$.$-# $ $ !"..#$* #,## ,-"9$$% %* $.:($
%!" !#8-$ ,!#* L$ $,#$ !,$ 7" ,,%  $! !$% "0"#$#,.! $#$# !, &!,$($
99,. % E24)+2
,$ B"$.#,"!$#(" $ %#/#  ,$ #!:($ %!*  ?  %:(  ,$ ,-"9$$%  $
"$  ! !$.,:(# , %($!3!#$  $ "$-$##$ $H%$/" %.,$# ,!# &!,$($ 99,.
 % E246 .,-!+2 ,$! $!%.#,$# , $,$ #$!,#8#!" %.#,"  $! B.%"$!/$/.,:(#! ,#
 $ B..$$H%$/2 %!  $ $!!%  $ B.%"$!/$/ , "$.#," ,#  $ B..$$H%$/

6 %  $ Γ #( , ,   L  Γ = ECoulkBT (
,# ECoul  # ", % 
#  9G$  +)
24

+
	
6 " H&>CI( )  9"  %  # % $	
 ,  5    H&>;I       H&>;I ,
"( )  6 #  $  Γ ≥ 100 , ,
	* -: . %
 A 3
   3,
  (


 A#
 ! J µm)! # (
  %&@@' !
-  ,$ ,-"9$$%!0.,#% $  ,$-# 9$!#,# $ $2 A% "0$!#,"  $ ,
-"9$$% $ $  ,$ "$ ,##$.!  $ !$,#.,:($ % 7$#,-.$ $!:(,$9$!0%$
H % V !".$ 7$8 $#* 9,! -$,$  $%  $ B.%"$!/$/,#$!,#8# $( /% 9$
"9:(#$ ,!# &!,$($ 99,. % E244+2  $.$,:( /%  ,$!$ $!!%* 9$,  $   ,$
,-"9$$% !" %# -"0$!,$$ -"#$*  ?  0-#,!:( -$,$ ,W%?  $ ,-"
9$$% $( $-$$ -"#$* !,$(#  , 99,. % E245 $,$ $#!0$:($ $ $!!%
,#  $ .,$$  -00$..$* "  ":(  $%#.,:($ $!#!0%$ 7" ,-"9$$%
!$($ -2 ,$! !0,:(# / $, $%#, C $,$ $!$#.,:( 7$9$!!$#$ '%!#$  $ B..$
$.$-#" $  $ $%$ ,$!#9..$ , $.$,:( /% .,$$  -00$..$* "  $ /$
A%!$9% ,# 	,.$ $,$! ,-"!-"0 $#8#,# $ $ %?#$* ! "M$9 ,:(# !" %#
9$$-!#$..,# $ $ -"#$ ,$  ,$ %#"L%!#$  $ $%$ B..$  ,$!$ 9$,#2
  ,$!$ B"$.#,"!$#(" $ %  $ "00.$$M$-# $!#$  % 9$%(#* ,!# $!
 ,# % >.,:(* "#,"$ C9$  ,$ ,-"9$$% $#.  $! $,$!#(.#$ 
!$! /% 9$-"$2 A% 7"..!#8 ,$ ,-"9$$%!-"0$!#," ,!# $! "#$ ,* /$,
!$!#(.$* $.:($ ,  ,.$ ,:(#% %#$!:(,$ .,:($ ,-$. ,#  $ B..$:(!$
$,!:(.,$?$* /% 7$$ $2 ,# $,$ $,#$$ !$ $#.  $ B..$:(!$ - 
%:( ,-"9$$% ,  ,$!$ ,:(#% $!!$ % !",# 9$,:(%$ 7" $(.#$
$,$ , $.$ .,$$ B..$ $!#!#$..$2
 992 E24F !,$(#  $,$ $ $ ,  $ &H *V +9$$ %$#$*  ,$ $,$ "
-:: +    !% 	*
 A -  3,
   >
! 3
,
     :  A:)! #  .

    
 (
  - UH 6 J8<N
. 
 UV 6 J8MM .!   - A -
)  
 C UH 6 J8<M . 
 UV 6 J8K .!
0"$#$  $ ,-"9$$% $#. !$ 4 $#!0,:(#2 ,# 	,.$ $,$! /$,#$  ,.$
!$! - $,$ /$,#$ !".:($ $ $ $$!!$ $ $2   $ :(,##!#$..$ 9$, $ $
 $ ,!#  ,$  ,.$ ,-"9$$%!-"0$!#," "0#,.*  2(2  ,$ ,-"9$$% ,!#
, 9$, $  ,.$ ,:(#%$ -"0$!,$#2  $,$ !".:($ !$ ,  $ "$#$
%9% /% ,#$,$$* ,!# L$ ":( $, 9%  $ #(.C(% "#$ ,2
! -"#$ L$ ":( %:( 7"($ !:(" $,#$$ C  ,$ $.,!,$% 7" A$,-"0"$#$
"$-,!#..$ ,:(#,$ <0$,$#$  %:($C(# $ $2 9$, % $ 7$!%:(#* 
"$-,!#..$ 9$, ("($ H$#$ /% $.,!,$$* 9$,  $$ $9$..!  ,% $!0$,:($#
$ $ -*    "# .$#/#$ .,:(  ,$ $!#$9#$ <0$,$#$  %:($C(# $ $ !".
.$2 /% % $ 9$, $,$ H$# ,$(.9  $! #9,.,#8#! ,$! "$ $. $* 9$,
 $  ,$  $$O/,$/  (>:(!#$ ,!# %    $ H$# $(>(#2 ;$,  ,$!$ (>(%
	*' -: . %
 A0 -  3,
   >
 
  0, A (
 
   $)! # /
 
     >/0,8   /
 ! *
 3,
,  < 3, A3&
 3<) ! #   0,  $
 
   3&  3< ! A)C 3,
  
   :   -! A)C #
 ( 
-
   >/3, ,  3,

  ! #  3,

 1 ≈ J
µ! 31 = 2, 5.834 = 1, 3.!
% $ 9$"9:(#$#*  ? ":( ,$(.9  $! #9,.,#8#! ,$!  ,$ "$ !$,#.,:( %!  $
, $.$ !$"-%!0"!,#,"  $#$2 ,$! ,!# % $,$ $!:(,$9%  $! "#$#,.,,
%! /%C:-/%C($

2 ;$,  $ % $$,:(#$ (>($$ H$# -"#$   ,-"9$$
%!-"0$!#," 9$/C.,:( !$ 4 $$,:(# $ $2 ,$ ,!#..,!#,"  !:(,$,$
/% $$,:($ .! 9$, ,$ ,$ H$#*   !,:(  ,$ ,:(# -"0$!,$#$  ,.$ "0"$#$
(,$ !#8-$ %!,-#$2 ,$! ,!# ,$ $%  % /%C:-/%C($*  ? .$,:( "?$ %!.$
-%$ 7"  $ , $.$ "!,#," 9$, (>($$ H$# %%  $! !#$,.$$ ,!:(.%!!$!
/% $,$ (>($$ ,-"9$$% C($ .! 9$, ,$ ,$ H$#* .!" W:($ ,!:(.%?2
! ,$ $(".#$ (>($  $! H$#$! -  9,! /% $,$ 9$.,$9,$ H$#  %:(

9 + 9%  - ,%  Q  9) .   #,	
$    , #  9) ( + # 9+  !	
J       # , (    #, 
$  $ 
-:: +    !% 	*(
 A; 3
  3,
! #  
  .
8     3,
  : 
, !
C($ % !" %:( ($  $ #9,.,#8#!$/$ ,-"9$$%!-"0$!,$#$ $!,%
"$-,!#..$ !0$,:($2
A% 0$,:($% 7" ($#$"$$ "$-,!#..$ %? .! 8:(!#$ :(,## /%!8#/.,:(  ,
% $. $ $ $2   $... -  !" $,$ ,!:(,!#.. $(.#$2  , L$#/,$
%9% "#-#0"#$#,.$ 7$,$ $ $ $* 9.$,9# .! (%0#!8:(.,:($ :(,$,-$,# 9$,
 $ $.,!,$% 7" 
+

+
,!#..$  $ !!$%#$!:(,$ 2
$!,% .!  ! .$,:(#$$ " %? 9$, $,$ !$( ("($ H$# $!0$,:($# $ $2
,$! C(# /% $,$ $(>(#$ 	$,/%  $ "$ % - 9$, ("($ H$#$ $,$ (
!$C9$ 7$(, $ D466G2 $!$,#$$ -  $ "?$ !!$%#$!:(,$  /% C($*
 ?  $ ($#$"$$ ,!#.. /,:-/:->, , 2 ,$! (8#  ,# /%!$*  ?  ,$
 ,.$ "#$#,.$ ,7$! 0"0"#,". /% !!$ !, % !",#  ,$  ,%,"$  ,.
!$( 7,$. !:(8:($ $9% $ !, .!  ,$ $!,%,"$2
	** -: . %
#






 	
 
,$ "$ !#$(# !:(" (  ;$
$ $.9$ B.%? !#># ,! $$
,..!# C9$  $ 	",/"#  % !$(
%?# ":( $, #":-$- $-.,$
(,$!,!:($! $ ,:(#  $ 3!#,$
 A(,(% &NRREF4+
 ($  ,$!$ 9$,# % $ $,$ $%#,$ "$..$ -"/,0,$# % , ;$#,$9
$"$*  ,$ 9$!#$ "%!!$#/%$ /% 0$,:($% ($#$"$$ "$-,!#..$
.,$$#2 ,#  ,$!$ "$..$ % $ !""(.  ,% .! %:( $!,% $!0$,:($#
% $!,%"$-,!#..$ :($,$!$2 ,$ C !#9,.$ ,!#..$ ,:(#,$ ,-"
9$$%!-"0$!#," % $ $$C9$ C($ 9$#,$9$$ "$..$ 7$9$!!$#2
%:( $%$ "-%!!,$$ $ .$-#"$-"$ % "0#,. -"..,,$#$ #"!#(.$ ,!#
$,$ $O/,$#$$ %#/%  $ #">$ % !",# $, !%9$$$!  $  $ "$..$
@A
	*2 %
>.,:(2 %:(  ,$ $%  $  $/"$  $ 9$, $ 7$$ $#$ "$!"#$ -"#$
"#-#0"#$#,.$  %:( ;$ 0% ,# %#$!:(,$ .,:($ $#..$ 7$,$ $ $ $2
..  ,$! !:(M# , $.$ "%!!$#/%$ C $,$ $".$,:($ $.,!,$% % C(.% 7"
$!,% ,%"$-,!#..$2
,$ $,#$$ ($%!$ $ ,$!:(#  ,$!$ $%#,$ B..$ ,!# %22  ,$ !$( $%$
%#"L%!#$  $ .$-#" $ $$$, $  %:( (":(08/,!$ $,->(:($* $.:($
.! 9!# !(.#$ /,!:($  ,$ .$-#" $ , 7"$$#,#$ %#$ $.$# !, 2 $,#$(,
,!#  $ 9!#  $ .$-#" $ $!$#.,:( >!!$ .! 9$,  $ .,$$  -00$..$2
,$! !".. $,$ -.$,$$ 	$,/#$ 9$,-$*   ,  $ .$#/#$ '($ /(.$,:($ 	,$,!$ %
$(>(#$ 	$,/#$ 9$, -.$,$ 9!#8 $  $ "$ 7"  $ .$-#" $ 9$"9:(#$# " $
$ DN6G2
,# !, "0#,.$ "%!!$#/%$ C $,$ 9. ,$ $.,!,$% 7" $!,%
 ,%"$-,!#..$ $!:(M$2 "  ,$!$ ($#$"$$ ,!#..$ %!$($ * ->#$
 
115

+
$,#$9 -C(.% 9$#$,9$ % !",#  %:(  ,$ !30#($#,!:($
$:(!$.,-%  $ 9$, $ "$!"#$ %:(
25

+
-C(.$2 BC  ,% !"..#$ <,.$
:(,%!$H%$/$ 9,! /% 166 -	/ "($ "9.$$ $.,!,$9 !$,2 ,# C $
!,:( "($ ;$C:-!,:(#,% 7" $,#$$ 	$,/$M$-#$ :( .2 &F2E+ $,$ #($"$#,!:($
,##.$$ ;$!$#/%  $ !/,..#",7$%! 7" 〈n〉 P 6*)N* .!" % /%!# !-C(.%*
$$9$2 !9$!" $$ 8$ %:(  ! 9,:-$$,$ $$,:(#* $.:($! $,$ ,:(#,$
"%!!$#/% C  ! V$!$V.$##$  !#$..#2
  ,$ O/,$/  $ C(.% /% #$!#$* ,!#  ,$ $!!%  $ $$,:(#$  #$0$#%
,:(#,2 ,$ $%$!#$ $#(" $ &,$ , 0,#$. F25 9$$,#! 9$!:(,$9$+ ,?#  ,$
#$!,#8#  $! "#$ % 9.%$ $,#$9 ! &−1 % 1+* !",$  $! 8$! &0+* "%!
  ,$ $0$#% 9$!#,$ -2 BC  ,$!$ $!!% ,9# $! 9$, ($#$"$$
,!#.. $($$ >.,:(-$,#$2 A% $,$ - !,$ 
1S0 −→ 1P19$  $!
115

+
"!  %:($C(# $ $2 ,$! % $ , %!$$ 9$,#!%00$ 9$$,#! $".$,:(
!""(. C $, .! %:( /$, "$  $"!#,$# DFG2 ;$,  ,$!$ $!!% - L$ ":(
%  $ 8$ %  ! "#$ $,#$9 /% $0$#%9$!#,% $%#/# $ $*  
%  $ 9.%$ $,#$9  ,$ "$ %!  $ B..$ $($,/# $ $2 %?$ $ ,!#  ,$
% 	*
;$!#,% %08/,!$*    ! $!#$ "#$ $,#$9 !" 9$, $,$ 8-%.$H%$/ 7"
) 	/ !:($ %/%.>!$ ,!#*    $ 9$ !$.9!# $,$ ,,$9$,#$ 7" % 5N6 -	/
9$!,#/#2 $!$,#$$ 7$8 $# !,:(  ,$ $0$#% 8($  $ $!!%2 ,$ $%$$
;$!#,%  $ $0$#% ,!# %  $ !:(.9 ,$
1S0 −→ 3P0 ,%9$
$.,!,$92 ..$ ,! !#$(#  ,$!$ !$ , <0$,$# ,:(# /% $C%2 ,$ 9$!#$
$.,!,$%!>.,:(-$,# 9,$#$# $, 9$ /,!:($ /$, 	30$$,,7$%!
 $! % /%!# $! 7"
25

+
2  .$(%  $, <0$,$#  $ ,$. 
%00$ DNEG* $.:($! ,# ;$3..,%  %:($C(# % $* 9$!#,#   ,$ $0$#%
%!  $ $(8.#,!  $! $!#$ "#$ /% $!#$ 9.%$ $,#$9 $! $,$! !#,%.,$#$
9$! /,!:($  $ 9$, $ "9$ $!0":($$ 	30$$,,7$%!2   ,$
,,$9$,#$  $ 9$8$  %:( (.  $ $<0$,$#$..$ $#$ 9$.,$9,
!:(. $:(# $ $ -* !#$..#  ,$ %W>!%  $ $,#$98 $ -$, 	, $,!  2
$!$,#$$ ,  ,$ $0$#%  $ "$ 8($  $ $!!% % %$!$#.,:(
7$8 $#*    ,$ 9$8$ % $,$ µ!  %$2
,# 8$  ,$ $!$#.,:($ "%!!$#/%$ C $,$ $.,!,$% $,$! V$!$
V.$##$! 9$$,#$!#$..#2 ,$ 9$$,#! , 0,#$. 125  ,!-%#,$#* C $ $, F"$
,!#.. ,# L$ 4 $!,% % L$ 4  ,%"$ , !3$#,!:($ "I%#," % 
;$%#/% $,$ #,!3$#,!:($ :(,%!" $* /2;2  $ #%!!:(,%*  $
 $... , %-#" 	$,/#$  !#$..$2 , $!#$! <0$,$# ,  ,$!$ " % ,!#
 $ :($,!  $ $!:(8-%  $ 9$, $ $!,%"$2  $9, % ,# ,
/$.H%9,#"##,"$ 8$ $!#., $, ##$ /,!:($ /$, "$ 9$, 0$$#$
C(.%  $ /$ ($#$"$$ "$-$##$ $.,!,$92 ;,!($ % $ , "$..$ $!#
 $, $.,!,$%$ $,$! ##$ 9$,:(#$# DNRSE6G* 9$,  $$  ,$ 7$-C0#$ =%9,#!
, /$, %#$!:(,$ .,:($ "$ $!0$,:($# % $2 , ##$* 9$,  $ 9$, $ 7$-C0#$
=%9,#! , !/,..#," % ,#$$ ,7$%! $,$! $,/,$ "! $!0$,:($# % $* % $
9$$,#! )QQ1 $.,!,$# DNEG2
	-3 %
Anhang A
 	
 


24
@ EQ\*
25
@ )6\*
26
@ ))\
 
 7, 65 $
   
24

+
 32S1/2 → 32P1/2; 32P3/2
  λ = 280, 270 nm; 279, 553 nm
  Γ = 2π · 42, 7MHz
 
 ωA = 2π · 1, 07287 · 1015 	/
  
 τR = 3, 75 !
 
 Isat = 2π
2cΓ
3λ3
= 255, 5mW/cm2
 !"# ER = 10µ
 !"#
 ωR = 2π · 106 kHz
 $%"	 TDoppler = 1, 0mK =̂100ER
 % 
24

+
 I = 0
 % 
25

+
 I = 5/2
A
A  #	
 % 
26

+
 I = 0
 &'

   (
 
  
25

+

ωHFA = 1788763128(162) 	/
 	

24

+→ 25+* BP4A%!# @ 6*11 	/
24

+→ 25+* BP5A%!# @ 4*5F 	/
24

+→ 26+@ 5*61 	/
  ) gF 
25

+

32S1/2 32P1/2 32P3/2
*+, ^ ^ −1
2
*+-
1
3
1
9
7
18
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3
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9
1
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Anhang B
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 


113
@ F*5\
115
@ Q1*E\
 

5, 79 $
 	  
115

+
0 &
1
0*BP QU4+ −→ (31*B+
F = 7/2@ (43349, 30 ± 0, 02) :−1
F = 9/2@ (43350, 36 ± 0, 02) :−1
F = 11/2@ (43351, 62 ± 0, 02) :−1
 &'


A
(
3P1
)
P ( 0, 232 ± 0, 003) :−1
B
(
3P1
)
P (− 0, 016 ± 0, 014) :−1
 	
 1	
115

+

 
113

+

1
0 −→321
ν113 − ν115 = (0, 696 ± 0, 007) 	/
  

τ(31) @ (0, 44 ± 0, 04)µ!
τ(30) @ (0, 195 ± 0, 005)!
 
 
1
0 →321
Isat = 3, 837 /:2
A0
A; 6 %
 !"#

ωR = 2π · 33 kHz
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9$!#,#  ,$ ,/(.-#"$ $,$ A(. , $,$ A$,#  ,$ 0".3",.
7"  $ 8$  $ A(. 9(8#* "(,$$ $, -.!!,!:($ "0%#$  ,$! % ,# $,$
$<0"$#,$..$ A$,#!#,$ 9$8.#,$ C $2 A$,#  $%#$# ,  ,$!$ A%!$( %  ,$
/(.  $ :(,##$ (,* $.:($ /% >!%!I % >#, !, 2
,$ B-#",!,$% $,$ A(.  .8?# !,:( % $, 8H%,7.$#$! "9.$ /%C:-C($2 8
.,:(  ,$ ;$!#,%  $ $," $   $ B%-#,"
FN (a) := ya MOD N = FN (a + r) , a = 0, 1, 2, . . . , N2 − 1 , &2)+
"9$, 3 $,$ ,..-C.,:( $8(.#$ A(. ,# &*3+ P ) ,!#2
 8:(!#$ 9!:(,## , -. $ $ ,$  $ A%!$( /,!:($  $ $," $
 ,$!$ B%-#," %  $ ,-#"$ 7"  ,!#2 ;$#:(#$ , /%$!#  ,$ $$ $
"%$/
x2 ≡ 1 MOD N , &24+

5-  -"   6$"  HK=I
A>
A@ * (


$.:($ ,$  ,$ !"$#$ ,7,..>!%$ x ≡ ±1 MOD N 9$!,#/#2 B..!  $,$
%$ $ ,/(. 0 ,!#*   !,  ,$!  ,$  >!%$

2 B..! L$ ":(  /%!
$$!$#/#* .!" 7"  $ B" N = p1p2 &p1 % p2 ,/(.$+ ,!#*   ,9# $! %:(
":(  $$ ,:(##,7,.$ >!%$  $ B" x ≡ ±a MOD N ,# a = 12 BC  ,$!$ ,.#*
 ?  $ >?#$ $$,!$ $,.$ 7" a± 1 %  $, B-#" 7"  ,!#2 BC $,$ ;$$,!
,##$.!  $! (,$!,!:($ $!#!#/$! !,$($ D46)* 464G2
B..!  $,$ ,:(##,7,.$ >!% < 7" 2) (#* -  !:($.. $,$ ,:(##,7,.$
B-#" 7"  I $2 ".:( $, < I $#  ,$ ".#2 8(.$ 9$, $$9$$  $, /%8..,$!
y < N 2 B..! C 3 %  ggt(y,N) = 1 ,.# %   ,$  % 7" 3   ,!#* ,.#
.!"
yR ≡ 1 MOD N. &25+
$.$,:( ,# 2) .8?# $-$$*  ?  ,#  $ $," $ 7"  FN (a) C9$$,!#,#* 2(2
 P 2 B..!  $ $ ,!#* 8$
x = y
r
2
&2F+
$$ x2 = yr ≡ 1 MOD N $,  , # C %!$$ ,:(##,7,.$ >!%  7" 242 A$,
B-#"$ 7"  !, .!" &< ± )*+ P &y r2± )*+2 B..!  ,$!$ B-#"$ ":(
-$,$ ,/(.$ !, -  $ .",#(%! ":(.! % !,$ $,/$. $ # $ $2
$ .",#(%! %-#,",$# ,:(# ..!  %$ $ ,!#T  - L$ ":( /$,$*  ?  ,$
-"9,,$#$ (!:($,.,:(-$,#*  ?  $ $ ,!# % y
r
2 = ±1 MOD N ,!# &.!"*  ? $!
$,$ ,:(##,7,.$ >!% /% 24 ,9#+ >?$ .!
1− 1
2k − 1 &21+
,!#* ..!  7"  $ B"
N = pα11 · pα22 . . . pαkk &2N+
,!#2
A% ..%!##," ".# L$#/# $, $:($9$,!0,$. C  $ $,:($ B..  P )12 /% !#$..$
,:( ":(.!  $ .",#(%! , 0-#,-9.$ %/" 7"2

. $ . $  B #"  x2 − 1 ≡ (x− 1) (x + 1) ≡
0 MOD p x− 1 ≡ 0 MOD p  x + 1 ≡ 0 MOD p $"

. +)   ", R G  8   $8 R , 
 9  2  93  ,
* 6	 	
 	
	 8 FN AA
)2 8(.$ y < N !"*  ? &3*+ P ) ,!#
42 ;$!#,$  ,$ $," $   $ B%-#," FN (a) := ya MOD N
52 A$, B-#"$ 7"  !, &y
r
2 ± 1*+2
 $!#$ :(,## -  .!" $,$ A(. %!  $ $$ {2, 4, 7, 8, 11, 13, 14} %!8(.$2
, 8(.$ 3 P )) % $:($ , /$,#$ :(,##  ,$ B%-#," 11α MOD 15 C α =
1, 2, 3, . . . %!2 ,$! $,9# ))*)*))*)*))*. . .* "%!   P 4 $(8.#2 x = y
r
2
9$$:($# !,:(
/% < P )) %  ,$ B-#"$ 7"  P )1 !, !:(.,$?.,:( &)))*)1+ P 1 % &))J)*)1+
P 52
- 9	  : 3 FN
,$! ,!#  $ $#!:($, $ $* ":( $(.$ $ :(,## , (".",#(%!2 /% , $,
=%#$$,!#$* 9$!#$($ %!  ;,#!* "9$,  /,!:($ N2 % 2N2 $8(.# , * ,
$,$ .$,:($,:(#$#$ %0$0"!,#," ..$ 2m ;!,!/%!#8 $  $ B" |0〉 |1〉 . . . |1〉 |0〉2 ,$!
$!:(,$(# ,# 	,.$  $ %,#8$ 	  !"#,"* $.:($ ,  $ =%9,#;!,! $,$!
$,/$.$ =%9,#!* ".$ $?$ $!:(,$9$ , @
T =
1√
2

 1 1
1 −1

 . &2E+
,  ,$!$ !"#," 9$, $,$ =%#$$,!#$*  ! !,:( , % /%!# |0〉 . . . |0〉
9$I $#* % L$ $! =%9,# $,/$. $ #* !" $,9# !,:( ,# Aˆ .!  $  ,$ $!#$
!"#," 9$/$,:($ $ 0$#"
|Ψ〉 = Aˆ |0〉m =
mMal︷ ︸︸ ︷
T |0〉T |0〉 . . . T |0〉 = 1
2m/2
2m−1∑
x=0
|x〉 , &2R+
"9$,  ,$  $/,.$ !#$..% 7" |x〉 $8(.# % $ &!,$($ 0,#$. )2)+2
%(, $ $ ,# $,$ $,/,$ %,#8$ !"#," ..$ B%-#,"!$#$ 7" FN
, /$,#$ $,!#$ 9$$:($#2 $ !,:( $$9$ $ A%!# .%#$# .!"
1
2m/2
2m−1∑
x=0
|x〉 |FN (x)〉 = 12m/2
2m−1∑
x=0
|x〉 |yx MOD N〉 &2Q+
AD * (


% , %  /$,#$ $,!#$ $,$ $!!%  %:($C(#*  ,$ /2;2  $ $# z MOD N
.,$$#* $.:($ ,  $ B" y MOD N C $,  ≤ r $!:(,$9$ $ $ -2  FN
0$," ,!:( ,!#* ,!#  $ A%!# , $!#$ $,!#$ $ %/,$# " $ % <$#$ 7"
x = ,  + r,  + 2 r, . . . ,  + A r* "9$, A  ,$ >?#$ /$ A(. -.$,$ .! (q − ) /r ,!#2
 ≤ r % $ /%8.., 7"  $ $!!% %!$8(.# % 7,,$# 7" $!!% /% $!!%2 !
,!#  ≤ r < N % 2m ≈ O (N2)* !"  ? A ≈ 2m/r ,!#2 $ $!!%  $! $!#$ $,!#$!
,!# .!" :(  $ $!!%
|Φ〉 = 1√1 + A
A∑
j=0
|j r + 〉 &2)6+
 %  ,$ $," ,/,#8# /% $(.#$ , %  $ A%!# %! .2 2)6 $,$ =%#$"%
,$#!" &=B+ 9/2 % $#! $%$ /% !$,* $,$  ,!-$#$ B"%,$#!"#,"
/%  $ ;!,!/%!#8 $ |x〉* 9-C/$ DFTx $#*  $ B"
DFTq : |x〉 −→ 12m/2
2m−1∑
y=0
exp
(
2πixy
2m
)
|y〉 &2))+
$ #2
  ,$ B"$. $#! $,:($ /% (.#$ 9$!:(8-$ , %! %  $ B..*  ?  2m
$<-# #$,.#* $! ,.# .!" A = 2
m
r − 12 .2 2)) .8?# !,:(   !:($,9$ .!
√
r
2m
2m
r
−1∑
x=0
|x r + 〉 =
2m−1∑
y=0
f (y) |y〉 , &2)4+
"9$, f (y) =
√
r
2m δy,x r+ ,!# ,# x = 0, 1, . . . ,
2m
r − 12 ;$, $ %  $  ,!-$#$
B"%,$#!"#," %  ,$!$ A%!# $(8.#   $ A%!# 
DFTx |Φ〉 =
∑
z=0
f˜ (z) |z〉 , &2)5+
"9$,  ,$ 0.,#% $ f˜ (z)  ,$  ,!-$#$ B"%,$#!",$#$ 7" f (y) ,!#2 ,$ ,!# %.$,:(
%..* ..! / $, ,$.:($! 7" 2m/r ,!#2 ;$, $,$ $!!%  $!#$ $,!#$ $(8.# 
% ,# $,$ (!:($,.,:(-$,# 0"0"#,". /% |f˜ (n 2m/r) |2  $ $# n 2m/r* "9$, 
$,$ #C.,:($ A(. ,!#2   9$-# ,!#* $(8.#  :( $,$ $!%:($ ,# ("($
(!:($,.,:(-$,#  ,$ $," $ 2
 .$#/#$ :(,## ,  $ 0"99,.,!#,!:($ (-#$  $ $:(% 9$!" $!  $%#.,:(2
$ .",#(%! .,$$# ,:(# ,# )66 \,$ (!:($,.,:(-$,#  ! $C!:(#$ $9,!2
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 
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  /
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 f˜ (z)!  3
  *
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  
	/ 1    ,  
 |f˜ (n 2m/r) |2
  n 2m/r8      * ! # 1  
 3
  = !
,$.$( ,!# $! "#$ ,*  $ .",#(%! >#$! ,#  $!$.9$ ,9$ .%$ /% .!!$2
  $ =%#$.",#(%! 9$ $<0"$#,$.. !:($..$ .!  $ $#!0$:($ $ -.!!,!:($
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$  '
:( C($ (,$/% /$, ;$$,!$ *  $ $!#$ ,!# /% ..%!##," $, $($ 0(3!,-.,!:($
;$$,!*  $ /$,#$ ".# %! $,$ $,:($ #/ %! $,$ ".$!% C9$ #,$..$
,M$$#,..$,:(%$2
31     4	1
$, Ω ⊆ N $, $9,$#2  9$!,#/#  ,$ (",!:($ B%-#," Ψ*  ,$  $ 0.:$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∆Ψ = 0 $C# , Ω -$, <#$%2
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$,!@
$, r = 0  $ ,##$.0%-#  $,$ %$. BR ⊃ Ω2 ,  ,M$$/,$$  $ ,##$.$# 7"
Ψ %  $ %$."9$W8:($ :(  $ %$.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∂
∂R
∫
∂BR(0)
dΩ
4π
Ψ(R, θ, φ) =
∫
∂BR(0)
dΩ
4π
∂
∂R
Ψ = &2)+
1
4πR2
∫
S
dS · ∇Ψ = 1
4πR2
∫
V
dr∆Ψ = 0 &24+
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$.7".%$ %   $!!$ 9$W8:($2 ! % $ .!" $/$,#*  ?  $
,##$.$# ,:(# 7" %$. ,%! 9(8# % !",# .$,:( !$,$ R −→ 0 $/$#*.!"
 $ $#  ,##$.0%-# !$, %?2 !# % 9$  $ /$#.$ $# .$,:(  $ ,##$.$#
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 , %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Ψ !$,2 ! 9$ $%#$#*  ?  ! <#$% 7" Ω¯ 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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5 67/7 !# u ∈ C (Ω)* Ω ⊂ d "M$* !" ($,?# % 
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∀ 0 ≤ ϕ ∈ C∞0 (Ω) :
∫
u (x)∆ϕ (x) dx ≥ 0 (≤ 0) . &25+
 67.7 ! !$, Ω $, $9,$# , d*  2(2 Ω ⊂ Rd ,!# "M$* 9$!:(8-# % /%!$(8
$ T u ∈ C (Ω¯) !$, !%9(",!:( &!%0$(",!:(+ , Ω2 ,#   % !$, <,%
&,,%+ , Ω * !" ,!# % -"!##2
%! $I,#," 12)2 ".#  %:( 0#,$..$ #$#,"*  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",!:($ B%-#," Ψ %!
C2 (Ω) !""(. !%9 .! %:( !%0$(",!:( ,!#2 ,# #/ 1242 ".#  *  ?* ..! Ψ ,
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 #	
, 9$#:(#$ #C.,:($ A(.$ *9 ,# a ≥ b > 02 ! ,9# $,#$$ /$ A(.$ H % 
:* !"  ? q b + c = a ,# 0 ≤ c < b ,.#2  ,!#
ggT (a, b) = ggT (b, c) , &2)+
 $ L$ $ $$,!$ $,.$ 7" 9 % : ,!# $, !".:($ 7" a = q b+ c % 9 % %$
-$(#2 $ ,:(-$,# (.9$ !$#/#  ,  $ $-%!,7$ ",$%  $! .",#(%!
&<*3+ P &<3*3+* "9$, x > y ,.#2 $ .",#(%! 9,:(# 9* ..!
 $,$!  $ 9$, $ %$#$ .$,:( %.. ,!#2 ! $9,! ,!#  !  $$ %$#*  
, 7"($$($ $ :(,## 9$, $ %$#$ .$,:( $ % #,7,.$$,!$ &/*/+
P / ,.#2
 $,$!  $ %$#$ .$,:( ,! ,!#2   $ B..  $! ,:(# >.,:( $$,!$
$,.$ 7" < % 3 /% I $* !,$ !, #$,.$$ % $! ,.#   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# ()	
	,$ !"..  ,$  ,9#,!:($ 8($%* ,$ !,$ , 0,#$. 42) $8(# % $* $%$ %!
$C(# $ $2 %!$($ 7"  $ 9$$,#! $% $$ >!% 42R &!#/ C9$ B."H%$#
.>!%$+  $ #(,$%!:($ ,M$$#,..$,:(%* , C9$ "$O/,$#$7$.$,:( $,$
$-%!,"!"$. C  ,$ "$O/,$#$ C2n $% $ D46FG2 %! -  $,$ %!
 %:- C  $ 8-%.0$#$ β , 9(8,-$,# 7"  $ $#$  $ #(,$%!:($
,M$$#,..$,:(%  % H I $2   $ 8($% |a|, |q|  1* $(#  ,$ >!% 42R ,
42)6 C9$2
$#/$ , .!" >!% 42R   $ 2
ρ (ξ) = A
∞∑
n=−∞
C2n cos (2n + β) ξ + B
∞∑
n=−∞
C2n sin (2n + β) ξ , &B2)+
"9$,  % ; #$#,"!-"!##$ !, *  ,$ % 7"  $ !$#$ 9(8$2
$#/#  "2;2 22 ρ˙ (0) = 0* !" ".#
ρ (ξ) = A
∞∑
n=−∞
C2n cos (2n + β) ξ &B24+
ρ¨ (ξ) = −A
∞∑
n=−∞
C2n (2n + β)
2 cos (2n + β) ξ &B25+
$#/#   ,$! ,  ,$ #(,$%!:($ ,M$$#,..$,:(% ρ¨ + (a− 2q cos 2ξ) ρ = 0 $,* !"
$,9# !,:(@
0 =
∞∑
n=−∞
{
C2n
(
a− (2n + β)2
)
cos [(2n + β) ξ]− 2q C2n cos 2ξ cos [(2n + β) ξ]
}
&B2F+
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D; 3 	 14	

,#  $ 9$-#$   ,#,"!#($"$ C  $ "!,%!
cos [(2n + β) ξ] cos (2ξ) =
1
2
{cos [(2 (n− 1) + β) ξ] + cos [(2 (n + 1) + β) ξ]} &B21+
$(8.# 
0 =
∞∑
n=−∞
{
C2n
(
a− (2n + β)2
)
cos [(2n + β) ξ]
− q C2n { cos [(2 (n− 1) + β) ξ] + cos [(2 (n + 1) + β) ξ]} } &B2N+
% -  %:( %$,$%  $! %I ,/$! % "$O/,$#$7$.$,:(  $! B-#"$
7"  $ "!,%! ".$ $ $-%!,"!"$. 9$!#,$@
C2n
[
a− (2n + β)2
]
− qC2n+2 − qC2n−2 = 0. &B2E+
$,:(# $(8.#  ".$ $ B"
C2n
C2n−2
=
q
a− (2n + β)2
[
1− q
a− (2n + β)2
C2n+2
C2n
]
&B2R+
%:( $-%!,7$! ,!$#/$  $!$.9$ B"$. C
C2n+2
C2n
$.#  /%
C2n
C2n−2
=
1
q−1
[
a− (2n + β)2
]
− 1
q−1
[
a− (2n + 2 + β)2
]
− 1
q−1
[
a− (2n + 4 + β)2
]
− 1
. . .
&B2Q+
9$!" $,9# !,:(
C2n
C2n+2
=
1
q−1
[
a− (2n + β)2
]
− 1
q−1
[
a− (2n − 2 + β)2
]
− 1
q−1
[
a− (2n− 4 + β)2
]
− 1
. . .
&B2)6+
.$,:(!$#/$  $ %! C:-$ C
C0
C−2 &%! B2Q+ % 
(
C−2
C0
)−1
&%! B2)6+ $,9# %$.>!#
:( β2@
β2 = a +
q2
(β + 2)2 − a− q
2
(β + 4)2 − a− . . .
+
q2
(β − 2)2 − a− q
2
(β − 4)2 − a− . . .
&B2))+
D>
BC |a|, |q|  1 ,!# |β|, |a|  22 ,# $,9# !,:(
β2 = a +
q2
2
&B2)4+
;$,  $ $-%!,"  $ C2n -  !,:( ,  $  ,9#,!:($ 8($% % n ∈ {−1, 0, 1}*
.!" % C−2, C0 % C2 9$!:(8-$*    ,$  $$ "$O/,$#$ !:( $$ %.. !#$9$2
! $,9# !,:(
C2 = C−2 = −q4 C0 &B2)5+
$#/#   ,$! , B24 $,* !" $(8.# 
ρ (ξ) = A
∞∑
n=−∞
C2n cos [(2n + β) ξ]
= AC−2 cos [(−2 + β) ξ] + AC0 cos [βξ] + AC2 cos [(2 + β) ξ]
= A
(
−q
4
)
C0 (cos βξ cos 2ξ + sin βξ sin 2ξ)
+ A
(
−q
4
)
C0 (cos βξ cos 2ξ − sin βξ sin 2ξ) + AC0 cos βξ
= AC0
[
1− q
2
cosΩt
]
cos
(
β
2
Ωt
)
, &B2)F+
"9$, , .$#/#$ :(,## ξ = Ωt2 $,$!$#/# % $2 	,$,# ,!#  .!" 9$,  $ %! %:-
$.#*  $ .2 42)6 $#!0,:(# %   $  $<0.,/,# -"9$$% &8-.%9$
$%+ % ,-"9$$% $-$$ -2
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
〈m| eiη(a+a) |n〉
BC m ≥ n ,.#@
〈m|eiη(a+a)|n〉 = e− 12η2〈m|eiηaeiηa|n〉
= e−
1
2
η2〈m|eiηa
n∑
l=0
(iη)l
1
l!
√
n(n− 1) · · · (n− l + 1)|n− l〉
= e−
1
2
η2〈m|
n∑
l=0
∞∑
k=0
(iη)l+k
1
l!k!
√
n(n− 1) · · · (n − l + 1)
·
√
(n− l + 1)(n − l + 2) · · · (n− l + k)|n− l + k〉
= e−
1
2
η2
n∑
l=0
(iη)2l+m−n
1
l!(m + l − n)!
√
n!
(n− l)!
√
m!
(n− l)!
= im−ne−
1
2
η2ηm−n
√
n!
m!
n∑
l=0
(−1)lη2l 1
l!
(
m
n− l
)
= im−ne−
1
2
η2ηm−n
√
n!
m!
Lm−nn (η
2) , &2)+
"9$, Lαn $, 7$..$$,$#$! %$$".3" ,!#@
Lαn (x) =
n∑
m=0
(−1)m
(
n + α
n−m
)
xm
m!
. &24+
D@
DA
 7$..$$,$# .$,:(# %@
〈m|eiη(a+a)|n〉 = i|m−n|e− 12η2η|m−n|
√
min(n,m)!
max(n,m)!
L
|m−n|
min(n,m)(η
2) &25+
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	  + 〈n〉 = 516
(
Γ
ωz
)2
 $	
A% 	$.$,#%  $ B"$. F2E 9$#:(#$#  /%$!#  ,$ /$,#.,:($ 9.$,#%  $! 
#%!$#$!  $! 	,.#""0$#"!* .!"  ,$ ;,./ %! C(. % 	$,/#$2 BC $, $,
/$.$!* $$$! "*  ! ,# !$.,:(# ,$ ,$ #$!,#8# 9$!#(. , .%#$#  $
%! %:- D)F1* 461G@
d
dt
〈H〉 = Iσ0
ωL
∑
n
Pn
∑
f
(Ef − En + ER) | 〈Ψn| eik·R |Ψf 〉 |2 ·g (ωL − (Ef − En) /) ,
&	2)+
"9$,   ,$ #$!,#8#* σ0  $ $!"#$ ("#"$!#$%H%$!:(,## % Pn  ,$ ;$!$#/%!
(!:($,.,:(-$,#  $! #$ :(,%!,7$%!  $ $,$ En =  ωz (n + 1/2) % 
$..$%-#," |Ψn〉 = |n〉 ,!#2 g (ω) ,!#  ! ,,$0"I.2 BC $, 4,7$%#" ,.#@
g (ω) =
Γ2/4
(ω − ω0)2 + Γ2/4
. &	24+
B..!  ,  ,$!$ %! %:- η 9,! /% )2  % 9$C:-!,:(#,#* $(8.#  C  !
#,<$.$$# 〈Ψn| eik·R |Ψf 〉 ".$ $ %! %:-@
DD
DI
〈Ψn| eik·R |Ψf 〉 = 〈Ψn| 1 + i η
(
a + a
)
+ . . . |Ψf 〉
= δnf + iη
√
n δn−1,f + iη
√
f δn,f−1
| 〈Ψn| eik·R |Ψf 〉 |2 = δnf + η2n δn−1,f + η2f δn,f−1
B..!   ,$!$! $9,! , .2 	2) $,!$#/# $(8.# @
d
dt
〈H〉
=
Iσ0
ωL
ER
[
g (ωL) +
(
ER
ωz
− 1
)
〈n〉 g (ωL + ωz) + (1 + 〈n〉)
(
ER
ωz
+ 1
)
g (ωL − ωz)
]
=
Iσ0
ωL
ER
[
g (ωL) +
(
η2 − 1) 〈n〉 g (ωL + ωz) + (1 + 〈n〉)
(
η2 + 1
)
g (ωL − ωz)
]
=
Iσ0
ωL
ER {〈n〉 [g (ωL − ωz)− g (ωL + ωz)] + [g (ωL) + g (ωL − ωz)]} , &	25+
"9$, 〈n〉 = ∑n n Pn  ,$ ,##.$$ ;$!$#/%!/(.  $ !/,..#"/%!#8 $ ,!#* % η2$$
,  ,$!$ 8($% 7$:(.8!!,# % $2
  $ .$,:($,:(#!/%!#   $  $ C(.0"/$ % !##,"8 ,!#* ,.#
d
dt 〈H〉 = 02
	,$%! ".# C  ,$ ,##.$$ ;$!$#/%!/(. 〈n〉 %#$ %!%#/% 7" Γ  ωz % 
ωL = ω0 − ωz &)2 "#$! $,#$9 +@
〈n〉 = − g (ωL) + g (ωL − ωz)
g (ωL − ωz)− g (ωL + ωz)
=
5
16
(
Γ
ωz
)2
&	2F+
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)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 9	  	  $	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	)	 

,$ !#9,.$* $9% $$ >!%$ C  ,$ #(,$%.$,:(% , <,:(#% !, , 992
2) /% !$($2 ,$ $," %  $ %..0%-# , 7"  $ :(-#$,!#,!:($ %7$ a0 % 
b1 9$$/#* C  ,$ β = 0 % β = 1 !, 2 ,$ :(-#$,!#,!:($ %7$ !, :( D46FG
$$9$  %:(@
a0 = −12q
2 +
7
128
q4 − 29
2304
q6 +
68687
18874368
q8 + . . . &2)+
b1 = 1− q − 18q
2 +
1
64
q3 +
1
1536
q4 +
11
36864
q5
+
49
589824
q6 − 55
9437184
q7 − 265
113246208
q8 + . . . &24+
  ,$ $#!0$:($ $ #9,.,#8#!-%7$ C  ,$ 3,:(#%  %:( 0,$$.%   $ H
:(!$ /% $,$ !, * -  ".$ $ %!!$ C9$  ! #9,.,#8#! , C
 ,$  ,.$ ,:(#% ,  $ 8($  $! !0%! :($@ !  $ , H,:(#% ,!#
 %:(  $ $!#$ 0"!,#,7$ :(,##0%-# 7" b1 ,#  $ :(!$ $$9$2 $ "9$$  
 $! #9,.,#8#! ,! ,!# 9,! /% :(,##0%-# 7" −a0 % b1  %:( −a0 $$9$*
 :(  %:( b12 $ :(,##0%-# 7" −a0 % b1 $,9# !,:( /% qs = 0, 706T  !  $
 $! #9,.,#8#! ,! /% qmax = 0, 9092 $ $/$# 9$, qs ,!# $$9$  %:(
a (qs) = 0, 2372
IJ
% 6	 	
 ) )	 	 (4
 I
 % $1  3
#E
  2
>
  1  U
! (
  
 %J<'!
Anhang J
*
	,$ !"..$ $,,$ ,:(#,$ ,$!:(#$ 7" ;$!!$.%-#,"$ 08!$#,$# $ $* $.:($
, A%!$( ,# $,#$98 $ ,:(#, !, 2 ,$ ;$!!$.%-#,"$ $!#$ ##%
 $  %$ Jn (z) &z ∈ + !, >!%$ /% ;$!!$.!:($ ,M$$#,..$,:(% C
y (z)@
z2y′′ + zy′ +
(
z2 − n2) y = 0 y, z, n ∈  &'2)+
 ..$$,!#$ B.. - n ∈  $.#$* , "..$ %! L$ ":( %  $ B.. n ∈ 
9$!:(8-$2  992 '2) -   ,$ ;$!!$.%-#,"$  $  %$ 6 9,! 5 &J0 9,!
J3+ .! B%-#," $,$ $$..$ ,9.$ !$($2  9$..$ '2) !,  ,$ $!#$ 7,$ 0"!,#,7$
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